
Partie 2

Outils d’analyse

Outils d’analyse 59



Plan

1. Correction d’algorithmes
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Analyse d’algorithmes

Questions à se poser lors de la définition d’un algorithme :

Mon algorithme est-il correct ?

Mon algorithme est-il e�cace ?

Autres questions importantes seulement marginalement abordées dans ce
cours :

Modularité, fonctionnalité, robustesse, facilité d’utilisation, temps de
programmation, simplicité, extensibilité, fiabilité, existence d’une
solution algorithmique...
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Correction d’un algorithme

La correction d’un algorithme s’étudie par rapport à un problème
donné

Un problème est une collection d’instances de ce problème.
I Exemple de problème : trier un tableau
I Exemple d’instance de ce problème : trier le tableau [8, 4, 15, 3]

Un algorithme est correct pour une instance d’un problème s’il
produit une solution correcte pour cette instance

Un algorithme est correct pour un problème s’il est correct pour
toutes ses instances (on dira qu’il est totalement correct)

On s’intéressera ici à la correction d’un algorithme pour un problème
(et pas pour seulement certaines de ses instances)
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Comment vérifier la correction ?

Première solution : en testant concrètement l’algorithme :
I Suppose d’implémenter l’algorithme dans un langage (programme) et

de le faire tourner
I Suppose qu’on peut déterminer les instances du problème à vérifier
I Il est très di�cile de prouver empiriquement qu’on n’a pas de bug

Deuxième solution : en dérivant une preuve mathématique formelle :
I Pas besoin d’implémenter et de tester toutes les instances du

problème
I Sujet à des “bugs” également

En pratique, on combinera les deux

Outils pour prouver la correction d’un algorithme :
I Algorithmes itératifs : triplets de Hoare, invariants de boucle
I Algorithmes récursifs : preuves par induction

Outils d’analyse 64



Assertion

Relation entre les variables qui est vraie à un moment donné dans
l’exécution

Assertions particulières :
I Pre-condition P : conditions que doivent remplir les entrées valides de

l’algorithme
I Post-condition Q : conditions qui expriment que le résultat de

l’algorithme est correct

P et Q définissent resp. les instances et solutions valides du
problème

Un code est correct si le triplet (de Hoare) {P} code {Q} est vrai.

Exemple :
{x � 0}y = sqrt(x){y2 == x}
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Correction : séquence d’instructions

{P}
S1
S2
. . .
Sn
{Q}

Pour vérifier que le triplet est correct :
on insère des assertions P1, P2, . . . , P

n

décrivant l’état des variables
à chaque étape du programme

on vérifie que les triplets {P} S1 {P1}, {P1} S2 {P2}, . . .,
{P

n�1} Sn {Q} sont corrects

Trois types d’instructions : a↵ectation, condition, boucle
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Correction : a↵ectations
Le triplet suivant est correct :

{Q[x ! e]}
x = e

{Q}

Q[x ! e] est obtenu en remplaçant les occurrences de x par e dans Q.

Pour prouver un triplet :
{P}
x = e

{Q}

il faut montrer que P implique Q[x ! e].

Exemples : les triplets suivants sont corrects

{x == 2}
y = x + 1
{y == 3}

{x == 42}
y = x + 1
z = y

{z == 43}
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Correction : conditions

{P}
if B

C1
else

C2
{Q}

Pour prouver que le triplet est correct, on doit prouver que
{P et B} C1 {Q}
{P et non B} C2 {Q}

sont corrects

Exemple :

{x < 6}
if x < 0

y = 0
else

y = x

{0  y < 6}
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Correction : boucles

{P}
INIT
while B

CORPS
FIN
{Q}

{P}
INIT
{I}
while B

{I et B} CORPS {I}
{I et non B}
FIN
{Q}

Pour prouver que le triplet est correct :
On met en évidence une assertion particulière I , appelée invariant de
boucle, qui décrit l’état du programme pendant la boucle.
On prouve que :

I {P} INIT {I} est correct
I {I et B} CORPS {I} est correct
I {I et non B} FIN {Q} est correct

Si on a plusieurs boucles imbriquées, on les traite séparément, en
démarrant avec la boucle la plus interne.
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Correction : terminaison de boucle

INIT
while B

CORPS
FIN

Un fois qu’on a prouvé que le triplet était correct, il faut encore
montrer que la boucle se termine

Pour prouver la terminaison, on cherche une fonction de terminaison
f :

I définie sur base des variables de l’algorithme et à valeur entière
naturelle (� 0)

I telle que f décrôıt strictement suite à l’exécution du corps de la
boucle

I telle que B implique f > 0

Puisque f décrôıt strictement, elle finira par atteindre 0 et donc à
infirmer B .
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Exemple : Fibonacci-iter

Fibonacci-Iter(n)

if n  1
return n

else

pprev = 0
prev = 1
for i = 2 to n

f = prev + pprev
pprev = prev
prev = f

return f

Proposition : Si n � 0,
Fibonacci-iter(n) renvoie
F
n

.

Réécriture, post- et
pré-conditions

Fibonacci-Iter(n)

{n � 0} // {P}
if n  1

prev = n
else

pprev = 0
prev = 1
i = 2
while (i  n)

f = prev + pprev
pprev = prev
prev = f
i = i + 1

{prev == F
n

} // {Q}
return prev
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Exemple : Fibonacci-iter
Analyse de la condition

{n � 0 et n  1}
prev = n
{prev == F

n

}
correct (F0 = 0, F1 = 1)

{n � 0 et n > 1}
pprev = 0
prev = 1
i = 2
while (i  n)

f = prev + pprev
pprev = prev
prev = f
i = i + 1

{prev == F
n

}

I = {pprev == F

i�2, prev == F

i�1}

Analyse de la boucle

{n > 1}
pprev = 0
prev = 1
i = 2
{pprev == F

i�2, prev == F
i�1}

correct

{pprev == F

i�2, prev == F

i�1, i  n}
f = prev + pprev

pprev = prev

prev = f

i = i + 1
{pprev == F

i�2, prev == F

i�1}
correct

{pprev == F

i�2, prev == F

i�1, i == n + 1}
{prev == F

n

}
correct
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Exemple : Fibonacci-iter

i = 2
while (i  n)

f = prev + pprev
pprev = prev
prev = f
i = i + 1

Fonction de terminaison f = n � i + 1 :
I i  n ) f = n � i + 1 > 0
I i = i + 1 ) f diminue à chaque itération

L’algorithme est donc correct et se termine.
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Exemple : tri par insertion

Insertion-Sort(A)

1 for j = 2 to A. length
2 key = A[j ]
3 // Insert A[j ] into the sorted sequence A[1 . . j � 1].
4 i = j � 1
5 while i > 0 and A[i ] > key
6 A[i + 1] = A[i ]
7 i = i � 1
8 A[i + 1] = key

Démontrons informellement que la boucle externe est correcte

Invariant I : le sous-tableau A[1 . . j � 1] contient les éléments du
tableau original A[1 . . j � 1] ordonnés.
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Exemple : tri par insertion

for j = 2 to A.length
. . .

,

j = 2
while i  A.length

. . .
j = j + 1

P =”A est un tableau de taille A. length”,
Q =”Le tableau A est trié”,
I =”A[1 . . j � 1] contient les j � 1 premiers éléments de A triés”

{P}j = 2{I} (avant la boucle)
I j = 2 ) A[1] est trivialement ordonné
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Exemple : tri par insertion

{I et j  A. length} CORPS {I} (pendant la boucle)
I La boucle interne déplace A[j � 1], A[j � 2], A[j � 3] . . . d’une position

vers la droite jusqu’à trouver la bonne position pour key (A[j ]).
I A[1 . . j ] contient alors les éléments originaux de A[1 . . j ] triés.
I j = j + 1 rétablit l’invariant

{I et j = A.length + 1}{Q} (après la boucle)
I Puisque j = A.length + 1, l’invariant implique que A[1 . . A.length] est

ordonné.

Fonction de terminaison f = A. length � j + 1
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Invariant

Un invariant peut être di�cile à trouver pour certains algorithmes

En général, l’algorithme découle de l’invariant et pas l’inverse
I Fibonacci-iter : On calcule itérativement F

i�1et F
i�2

(I = {pprev == F
i�2, prev == F

i�1})
I Insertion-sort : On ajoute l’élément j aux j � 1 premiers éléments

déjà triés
(I =”A[1 . . j � 1] contient les j � 1 premiers éléments de A triés”)

La preuve par invariant est basée sur le principe général de preuve
par induction qu’on va utiliser aussi pour prouver la correction des
algorithmes récursifs

It. 1 It. 2 It. 3 It. 4 It. 5

Initialisation Maintenance Terminaison
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Preuve par induction

Cas$de$base$

Cas$induc,f$

…$

On veut montrer qu’une propriété est vraie pour une série
d’instances

On suppose l’existence d’un ordonnancement des instances

Cas de base : on montre explicitement que la propriété est vraie
pour la ou les premières instances

Cas inductif : on suppose que la propriété est vraie pour les k
premières instances et on montre qu’elle l’est alors aussi pour la
k + 1-ième instance (quel que soit k)

Par le principe d’induction, la propriété sera vraie pour toutes les
instances
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Preuve par induction : exemple
Proposition : Pour tout n � 0, on a

nX

i=1

i =
n(n + 1)

2

Démonstration :

Cas de base : n = 0 )
P0

i=1 i = 0 = 0(0+1)
2

Cas inductif : Supposons la propriété vraie pour n et montrons
qu’elle est vraie pour n + 1 :

n+1X

i=1

i =

 
nX

i=1

i

!
+ (n + 1) =

n(n + 1)

2
+ (n + 1)

=
(n + 1)(n + 2)

2

Par induction, le propriété est vraie pour tout n.

Outils d’analyse 79



Correction d’algorithmes récursifs par induction

Propriété à montrer : l’algorithme est correct pour une instance
quelconque du problème

Instances du problème ordonnées par “taille” (taille du tableau,
nombre de bits, un entier n, etc.)

Cas de base de l’induction = cas de base de la récursion

Cas inductif : on suppose que les appels récursifs sont corrects et on
en déduit que l’appel courant est correct

Terminaison : on montre que les appels récursifs se font sur des
sous-problèmes (souvent trivial)
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Exemple : Fibonacci

Fibonacci(n)

1 if n  1
2 return n
3 return Fibonacci(n � 2) + Fibonacci(n � 1)

Proposition : Pour tout n, Fibonacci(n) renvoie F
n

.
Démonstration :

Cas de base : pour n = 0, Fibonacci(n) renvoie F0 = 0. Pour
n = 1, Fibonacci(n) renvoie F1 = 1.
Cas inductif :

I Supposons n � 2 et que pour tout 0  m < n, Fibonacci(m)
renvoie F

m

.
I Pour n � 2, Fibonacci(n) renvoie

Fibonacci(n � 2) + Fibonacci(n � 1)

= F
n�2 + F

n�1 (par hypothèse inductive)

= F
n

.
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Exemple : merge sort

merge-sort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = b p+r

2 c
3 merge-sort(A, p, q)
4 merge-sort(A, q + 1, r)
5 merge(A, p, q, r)

Proposition : Pour tout 1  p  r  A. length, merge-sort(A, p, r) trie
le sous-tableau A[p . . r ].

(On supposera que Merge est correct mais il faudrait le démontrer par
un invariant)

Outils d’analyse 82



Exemple : merge sort

merge-sort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = b p+r

2 c
3 merge-sort(A, p, q)
4 merge-sort(A, q + 1, r)
5 merge(A, p, q, r)

Démonstration :
Cas de base : pour r � p = 0, merge-sort(A, p, r) ne modifie pas
A et donc A[p] = A[q] est trivialement trié
Cas inductif :

I Supposons r � p > 0 et que pour tout 1  p0  r 0  A. length tels
que r 0 � p0 < r � p, merge-sort(A, p0, r 0) trie A[p0 . . r 0]

I Les appels merge-sort(A, p, q) et merge-sort(A, q + 1, r) sont
corrects par hypothèse inductive (puisque q � p < r � p et
r � q � 1 < r � p)

I En supposant Merge correct, merge-sort(A, p, r) est correct.

Outils d’analyse 83



Conclusion sur la correction

Preuves de correction :
I Algorithmes itératifs : invariant (=induction)
I Algorithmes récursifs : induction

Malheureusement, il n’existe pas d’outil automatique pour vérifier la
correction (et la terminaison) d’algorithmes

Dans la suite, on ne présentera des invariants ou des preuves par
induction que très sporadiquement lorsque ce sera nécessaire (cas
non triviaux)
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Performance d’un algorithme

Plusieurs métriques possibles :
I Longueur du programme (nombre de lignes)
I Simplicité du code
I Espace mémoire consommé
I Temps de calcul
I ...

Les temps de calcul sont la plupart du temps utilisés
I Ils peuvent être quantifiés et sont faciles à comparer
I Souvent ce qui compte réellement

Nous étudierons aussi l’espace mémoire consommé par nos
algorithmes
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Comment mesurer les temps d’exécution ?
Expérimentalement :

On écrit un programme qui implémente l’algorithme et on l’exécute
sur des données
Problèmes :

I Les temps de calcul vont dépendre de l’implémentation : CPU, OS,
langage, compilateur, charge de la machine, OS, etc.

I Sur quelles données tester l’algorithme ? Results
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Comment mesurer les temps d’exécution ?

Sur papier :

Développer un modèle de machine (“Random-access machine”,
RAM) :

I Opérations executées les unes après les autres (pas de parallélisme)
I Opérations de base (addition, a↵ectation, branchement, etc.)

prennent un temps constant
I Appel de sous-routines : temps de l’appel (constant) + temps de

l’exécution de la sous-routine (calculé récursivement)

Calculer les temps de calcul = sommer le temps d’exécution associé
à chaque instruction du pseudo-code

Le temps dépend de l’entrée (l’instance particulière du problème)

On étudie généralement les temps de calcul en fonction de la
“taille” de l’entrée

I Généralement, le nombre de valeurs pour la décrire
I Mais ça peut être autre chose (Ex : n pour Fibonacci)
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Analyse du tri par insertion
26 Chapter 2 Getting Started

INSERTION-SORT.A/ cost times
1 for j D 2 to A: length c1 n
2 key D AŒj ! c2 n ! 1
3 // Insert AŒj ! into the sorted

sequence AŒ1 : : j ! 1!. 0 n ! 1
4 i D j ! 1 c4 n ! 1
5 while i > 0 and AŒi ! > key c5

Pn
j D2 tj

6 AŒi C 1! D AŒi ! c6

Pn
j D2.tj ! 1/

7 i D i ! 1 c7

Pn
j D2.tj ! 1/

8 AŒi C 1! D key c8 n ! 1

The running time of the algorithm is the sum of running times for each state-
ment executed; a statement that takes ci steps to execute and executes n times will
contribute cin to the total running time.6 To compute T .n/, the running time of
INSERTION-SORT on an input of n values, we sum the products of the cost and
times columns, obtaining

T .n/ D c1nC c2.n ! 1/C c4.n ! 1/C c5

nX

j D2

tj C c6

nX

j D2

.tj ! 1/

C c7

nX

j D2

.tj ! 1/C c8.n ! 1/ :

Even for inputs of a given size, an algorithm’s running time may depend on
which input of that size is given. For example, in INSERTION-SORT, the best
case occurs if the array is already sorted. For each j D 2; 3; : : : ; n, we then find
that AŒi ! " key in line 5 when i has its initial value of j ! 1. Thus tj D 1 for
j D 2; 3; : : : ; n, and the best-case running time is
T .n/ D c1nC c2.n ! 1/C c4.n ! 1/C c5.n ! 1/C c8.n ! 1/

D .c1 C c2 C c4 C c5 C c8/n ! .c2 C c4 C c5 C c8/ :

We can express this running time as anC b for constants a and b that depend on
the statement costs ci ; it is thus a linear function of n.

If the array is in reverse sorted order—that is, in decreasing order—the worst
case results. We must compare each element AŒj ! with each element in the entire
sorted subarray AŒ1 : : j ! 1!, and so tj D j for j D 2; 3; : : : ; n. Noting that

6This characteristic does not necessarily hold for a resource such as memory. A statement that
references m words of memory and is executed n times does not necessarily reference mn distinct
words of memory.

t
j

= nombre de fois que la condition du while est testée.
Temps exécution T (n) (pour un tableau de taille n) donné par :

T (n) = c1n + c2(n � 1) + c4(n � 1) + c5

nX

j=2

t

j

+ c6

nX

j=2

(t
j

� 1)

+c7

nX

j=2

(t
j

� 1) + c8(n � 1)
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Di↵érents types de complexité

Même pour une taille fixée, la complexité peut dépendre de
l’instance particulière

Soit D
n

l’ensemble des instances de taille n d’un problème et T (i
n

)
le temps de calcul pour une instance i

n

2 D
n

.

Sur quelles instances les performances d’un algorithme devraient
être jugées :

I Cas le plus favorable (best case) : T (n) = min{T (i
n

)|i
n

2 D
n

}
I Cas le plus défavorable (worst case) : T (n) = max{T (i

n

)|i
n

2 D
n

}
I Cas moyen (average case) : T (n) =

P
i

n

2D

n

Pr(i
n

)T (i
n

) où Pr(i
n

) est
la probabilité de rencontrer i

n

On se focalise généralement sur le cas le plus défavorable
I Donne une borne supérieure sur le temps d’exécution.
I Le meilleur cas n’est pas représentatif et le cas moyen est di�cile à

calculer.
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Analyse du tri par insertion

Meilleur cas :

le tableau est trié ) t
j

= 1.

Le temps de calcul devient :

T (n) = c1n + c2(n � 1) + c4(n � 1) + c5(n � 1) + c8(n � 1)

= (c1 + c2 + c4 + c5 + c8)n � (c2 + c4 + c5 + c8)

T (n) = an + b ) T (n) est une fonction linéaire de n
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Analyse du tri par insertion

Pire cas :

le tableau est trié par ordre décroissant ) t
j

= j .
Le temps de calcul devient :

T (n) = c1n + c2(n � 1) + c4(n � 1) + c5

✓
n(n + 1)

2
� 1

◆

+c6

✓
n(n � 1)

2

◆
+ c7

✓
n(n � 1)

2

◆
+ c8(n � 1)

= (
c5

2
+

c6

2
+

c7

2
)n2 + (c1 + c2 + c4 +

c5

2
� c6

2
� c7

2
+ c8)n

�(c2 + c4 + c5 + c8)

T (n) = an2 + bn + c ) T (n) est une fonction quadratique de n
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Analyse asymptotique
On s’intéresse à la vitesse de croissance (“order of growth”) de T (n)
lorsque n crôıt.

I Tous les algorithmes sont rapides pour des petites valeurs de n
On simplifie généralement T (n) :

I en ne gardant que le terme dominant
I Exemple : T (n) = 10n3 + n

2 + 40n + 800
I T(1000)=100001040800, 10 · 10003 = 100000000000

I en ignorant le coe�cient du terme dominant
I Asymptotiquement, ça n’a↵ecte pas l’ordre relatif
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0
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1000*N
4*N2

N3

0.01*2N

Exemple : Tri par insertion : T (n) = an2 + bn + c ! n2.
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Pourquoi est-ce important ?

Supposons qu’on puisse traiter une opération de base en 1µs.

Temps d’exécution pour di↵érentes valeurs de n

T(n) n = 10 n = 100 n = 1000 n = 10000
n 10µs 0.1ms 1ms 10ms

400n 4ms 40ms 0.4s 4s
2n2 200µs 20ms 2s 3.3m
n

4 10ms 100s ⇠ 11.5 jours 317 années
2n 1ms 4⇥ 1016 années 3.4⇥ 10287 années . . .

(Dupont)
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Pourquoi est-ce important ?

Taille maximale du problème qu’on peut traiter en un temps donné :
T(n) en 1 seconde en 1 minute en 1 heure
n 1⇥ 106 6⇥ 107 3.6⇥ 109

400n 2500 150000 9⇥ 106

2n2 707 5477 42426
n

4 31 88 244
2n 19 25 31

Si m est la taille maximale que l’on peut traiter en un temps donné,
que devient cette valeur si on reçoit une machine 256 fois plus
puissante ?

T(n) Temps
n 256m

400n 256m
2n2 16m
n

4 4m
2n m + 8

(Dupont)
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Notations asymptotiques

Permettent de caractériser le taux de croissance de fonctions
f : N ! R+

Trois notations :
I Grand-O : f (n) 2 O(g(n)) ⇡ f (n)  g(n)
I Grand-Omega : f (n) 2 ⌦(g(n)) ⇡ f (n) � g(n)
I Grand-Theta : f (n) 2 ⇥(g(n)) ⇡ f (n) = g(n)
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Notation grand-O

O(g(n)) = {f (n)|9c > 0, 9n0 � 1 tels que 0  f (n)  cg(n), 8n � n0}

Lecture Notes for Chapter 3:
Growth of Functions

Chapter 3 overview

! A way to describe behavior of functions in the limit. We’re studying asymptotic
efficiency.

! Describe growth of functions.
! Focus on what’s important by abstracting away low-order terms and constant
factors.

! How we indicate running times of algorithms.
! A way to compare “sizes” of functions:

O ! "
! ! #
‚ ! D
o ! <
! ! >

Asymptotic notation

O-notation

O.g.n// D ff .n/ W there exist positive constants c and n0 such that
0 " f .n/ " cg.n/ for all n # n0g :

n0
n

f(n)

cg(n)

g.n/ is an asymptotic upper bound for f .n/.
If f .n/ 2 O.g.n//, we write f .n/ D O.g.n// (will precisely explain this soon).f (n) 2 O(g(n)) ) g(n) est une borne supérieure asymptotique pour

f (n).

Par abus de notation, on écrira aussi : f (n) = O(g(n)).
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Notation grand-Omega

⌦(g(n)) = {f (n)|9c > 0, 9n0 � 1 tels que 0  cg(n)  f (n), 8n � n0}

3-2 Lecture Notes for Chapter 3: Growth of Functions

Example
2n2 D O.n3/, with c D 1 and n0 D 2.
Examples of functions in O.n2/:

n2

n2 C n
n2 C 1000n
1000n2 C 1000n
Also,
n
n=1000
n1:99999

n2= lg lg lg n

!-notation

!.g.n// D ff .n/ W there exist positive constants c and n0 such that
0 ! cg.n/ ! f .n/ for all n " n0g :

n0
n

f(n)

cg(n)

g.n/ is an asymptotic lower bound for f .n/.

Example
p

n D !.lg n/, with c D 1 and n0 D 16.
Examples of functions in !.n2/:

n2

n2 C n
n2 # n
1000n2 C 1000n
1000n2 # 1000n
Also,
n3

n2:00001

n2 lg lg lg n
22n

f (n) 2 ⌦(g(n)) ) g(n) est une borne inférieure asymptotique pour
f (n).

Par abus de notation, on écrira aussi : f (n) = ⌦(g(n)).
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Notation grand-Theta

⇥(g(n)) = {f (n)|9c1, c2 > 0, 9n0 � 1

tels que 0  c1g(n)  f (n)  c2g(n), 8n � n0}

Lecture Notes for Chapter 3: Growth of Functions 3-3

‚-notation

‚.g.n// D ff .n/ W there exist positive constants c1, c2, and n0 such that
0 ! c1g.n/ ! f .n/ ! c2g.n/ for all n " n0g :

n0
n

f(n)

c1g(n)

c2g(n)

g.n/ is an asymptotically tight bound for f .n/.

Example
n2=2 # 2n D ‚.n2/, with c1 D 1=4, c2 D 1=2, and n0 D 8.

Theorem
f .n/ D ‚.g.n// if and only if f D O.g.n// and f D !.g.n// :

Leading constants and low-order terms don’t matter.

Asymptotic notation in equations

When on right-hand side
O.n2/ stands for some anonymous function in the set O.n2/.
2n2 C 3n C 1 D 2n2 C ‚.n/ means 2n2 C 3n C 1 D 2n2 C f .n/ for some
f .n/ 2 ‚.n/. In particular, f .n/ D 3nC 1.
By the way, we interpret # of anonymous functions asD # of times the asymptotic
notation appears:

n
X

iD1

O.i/ OK: 1 anonymous function

O.1/CO.2/C $ $ $CO.n/ not OK: n hidden constants
) no clean interpretation

When on left-hand side
No matter how the anonymous functions are chosen on the left-hand side, there
is a way to choose the anonymous functions on the right-hand side to make the
equation valid.
Interpret 2n2 C ‚.n/ D ‚.n2/ as meaning for all functions f .n/ 2 ‚.n/, there
exists a function g.n/ 2 ‚.n2/ such that 2n2 C f .n/ D g.n/.

f (n) 2 ⇥(g(n)) ) g(n) est une borne serrée (“tight”) asymptotique
pour f (n).
Par abus de notation, on écrira aussi : f (n) = ⇥(g(n)).
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Exemples
3n5 � 16n + 2 2 O(n5) ? 2 O(n) ? 2 O(n17) ?
3n5 � 16n + 2 2 ⌦(n5) ? 2 ⌦(n) ? 2 ⌦(n17) ?
3n5 � 16n + 2 2 ⇥(n5) ? 2 ⇥(n) ? 2 ⇥(n17) ?
2n + 100n6 + n 2 O(2n) ? 2 ⇥(3n) ? 2 ⌦(n7) ?

Classes de complexité :

O(1) ⇢ O(log n) ⇢ O(n) ⇢ O(n log n) ⇢ O(na>1) ⇢ O(2n)

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

50

100
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200

250
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350
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500

 

 

2n

n3

n2

n.log(n)
n
log(n)
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Quelques propriétés

f (n) 2 ⌦(g(n)) , g(n) 2 O(f (n))

f (n) 2 ⇥(g(n)) , f (n) 2 O(g(n)) et f (n) 2 ⌦(g(n))

f (n) 2 ⇥(g(n)) , g(n) 2 ⇥(f (n))

Si f (n) 2 O(g(n)), alors pour tout k 2 N, on a k · f (n) 2 O(g(n))

I Exemple : log
a

(n) 2 O(log
b

(n)), an+b 2 O(an)

Si f1(n) 2 O(g1(n)) et f2(n) 2 O(g2(n)), alors
f1(n) + f2(n) 2 O(g1(n) + g2(n)) et f1(n) + f2(n) 2 O(max{g1(n), g2(n)})

I Exemple :
P

m

i=1 a
i

ni 2 O(nm)

Si f1(n) 2 O(g1(n)) et f2(n) 2 O(g2(n)), alors
f1(n) · f2(n) 2 O(g1(n) · g2(n))
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D’autres notations (pour information)

Equivalence asymptotique : f (n) ⇠ g(n) ssi lim
n!1 f (n)/g(n) = 1

I f et g sont asymptotiquement équivalents.
I Permet de comparer deux fonctions en prenant en compte la

constante

Petit-o :

o(g(n)) = {f (n)|8c > 0, 9n0 � 1 tels que 0  cg(n)  f (n), 8n � n0}

I f est négligeable devant g asymptotiquement
I ⇡ f (n) < g(n)

Petit-! :

!(g(n)) = {f (n)|8c > 0, 9n0 � 1 tels que 0  cg(n)  f (n), 8n � n0}

I f domine g asymptotiquement
I ⇡ f (n) > g(n)
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Complexité d’un algorithme

On utilise les notations asymptotiques pour caractériser la
complexité d’un algorithme.

Il faut préciser de quelle complexité on parle : générale, au pire cas,
au meilleur cas, en moyenne...

La notation grand-O est de loin la plus utilisée
I f (n) 2 O(g(n)) sous-entend généralement que O(g(n)) est le plus

petit sous-ensemble qui contient f (n) et que g(n) est la plus concise
possible

I Exemple : n3 + 100n2 � n 2 O(n3) = O(n3 + n2) ⇢ O(n4) ⇢ O(2n)

Idéalement, les notations O et ⌦ devraient être limitées au cas où
on n’a pas de borne serrée.
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Complexité d’un algorithme

Exemples :

On dira :
“La complexité au pire cas du tri par insertion est ⇥(n2)”
plutôt que
“La complexité au pire cas du tri par insertion est O(n2)”
ou “La complexité du tri par insertion est O(n2)”

On dira
“La complexité au meilleur cas du tri par insertion est ⇥(n)”
plutôt que
“La complexité au meilleur cas du tri par insertion est ⌦(n)”
ou “La complexité du tri par insertion est ⌦(n)”

Par contre, on dira “La complexité de Fibonacci est ⌦(1.4n)”, car
on n’a pas de borne plus précise à ce stade.
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Complexité d’un problème

Les notations asymptotiques servent aussi à caractériser la
complexité d’un problème

I Un problème est O(g(n)) s’il existe un algorithme O(g(n)) pour le
résoudre

I Un problème est ⌦(g(n)) si tout algorithme qui le résoud est
forcément ⌦(g(n))

I Un problème est ⇥(g(n)) s’il est O(g(n)) et ⌦(g(n))

Exemple du problème de tri :
I Le problème du tri est O(n log n) (voir plus loin)
I On peut montrer facilement que le problème du tri est ⌦(n) (voir le

transparent suivant)
I On montrera plus tard que le problème de tri est en fait ⌦(n log n) et

donc qu’il est ⇥(n log n).

Exercice : montrez que la recherche du maximum dans un tableau
est ⇥(n)
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Le problème du tri est ⌦(n)

Preuve par l’absurde (ou par contraposition) :

Supposons qu’il existe un algorithme moins que O(n) pour résoudre
le problème du tri

Cet algorithme ne peut pas parcourir tous les éléments du tableau,
sinon il serait au moins O(n)

Il y a donc au moins un élément du tableau qui n’est pas vu par cet
algorithme

Il existe donc des instances de tableau qui ne seront pas triées
correctement par cet algorithme

Il n’y a donc pas d’algorithme plus rapide que O(n) pour le tri.
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Comment calculer la complexité en pratique ?

Quelques règles simples pour les algorithmes itératifs :

A↵ectation, accès à un tableau, opérations arithmétiques, appel de
fonction : O(1)

Instruction If-Then-Else : O(complexité max des deux branches)

Séquence d’opérations : l’opération la plus couteuse domine (règle
de la somme)

Boucle simple : O(nf (n)) si le corps de la boucle est O(f (n))
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Comment calculer la complexité en pratique ?

Double boucle complète : O(n2f (n)) où f (n) est la complexité du
corps de la boucle

Boucles incrémentales : O(n2) (si corps O(1))

for i = 1 to n

for j = 1 to i

. . .

Boucles avec un incrément exponentiel : O(log n) (si corps O(1))

i = 1
while i  n

. . .
i = 2i
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Exemple :

prefixAverages(X ) :

Entrée : tableau X de taille n

Sortie : tableau A de taille n tel que A[i ] =
P

i

j=1 X [j ]

i

prefixAverages(X )

1 for i = 1 to X . length
2 a = 0
3 for j = 1 to i
4 a = a + X [j ]
5 A[i ] = a/i
6 return A

Complexité : ⇥(n2)

prefixAverages2(X )

1 s = 0
2 for i = 1 to X . length
3 s = s + X [i ]
4 A[i ] = s/i
5 return A

Complexité : ⇥(n)
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Cas plus compliqué

Pour des algorithmes plus complexes, appliquez les règles
précédentes peut facilement mener à surestimer la complexité.

Approche scientifique :
I On détecte une opération abstraite au cœur de l’algorithme
I On développe un modèle des entrées de l’algorithme
I On détermine une expression analytique pour le nombre d’exécutions

T (N) de l’opération pour une taille d’entrée N.
I On fait l’hypothèse que le coût de l’algorithme est ⇡ aT (N) où a est

une constante et on en déduit la complexité en notation asymptotique

Exemple du problème de tri : opération abstraite est la comparaison
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Complexité d’algorithmes récursifs

La complexité d’algorithmes récursifs mène généralement à une
équation de récurrence

La résolution de cette équation n’est généralement pas triviale

On verra dans la section suivante di↵érentes techniques génériques
de résolution de récurrence
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Factorial et Fibonacci

Factorial(n)

1 if n == 0
2 return 1
3 return n · Factorial(n � 1)

T (0) = c0

T (n) = T (n � 1) + c1

= c1n + c0

) T (n) 2 ⇥(n)

Fib(n)

1 if n  1
2 return n
3 return Fib(n � 2) + Fib(n � 1)

T (0) = c0,T (1) = c0

T (n) = T (n � 1) + T (n � 2) + c1

) T (n) 2 ⌦(1.4n)
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Analyse du tri par fusion

merge-sort(A, p, r)

1 if p < r
2 q = bp+r

2 c
3 merge-sort(A, p, q)
4 merge-sort(A, q + 1, r)
5 merge(A, p, q, r)

Récurrence :

T (1) = c1

T (n) = 2T (n/2) + c2n + c3

T (1) = ⇥(1)

T (n) = 2T (n/2) + ⇥(n)
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Analyse du tri par fusion

Simplifions la récurrence en :

T (1) = c

T (n) = 2T (n/2) + cn

On peut représenter la
récurrence par un arbre de
récursion

La complexité est la somme du
coût de chaque noeud

2-16 Lecture Notes for Chapter 2: Getting Started

cn

cn

…

Total: cn lg n + cn

cn

lg n

cn

n

c c c c c c c

…

cn

cn/2

cn/4 cn/4

cn/2

cn/4 cn/4

! Each level has cost cn.
! The top level has cost cn.
! The next level down has 2 subproblems, each contributing cost cn=2.
! The next level has 4 subproblems, each contributing cost cn=4.
! Each time we go down one level, the number of subproblems doubles but the

cost per subproblem halves) cost per level stays the same.
! There are lg nC 1 levels (height is lg n).

! Use induction.
! Base case: n D 1) 1 level, and lg 1C 1 D 0C 1 D 1.
! Inductive hypothesis is that a tree for a problem size of 2i has lg 2iC1 D iC1

levels.
! Because we assume that the problem size is a power of 2, the next problem

size up after 2i is 2iC1.
! A tree for a problem size of 2iC1 has one more level than the size-2i tree)

i C 2 levels.
! Since lg 2iC1 C 1 D i C 2, we’re done with the inductive argument.

! Total cost is sum of costs at each level. Have lg n C 1 levels, each costing cn
) total cost is cn lg nC cn.

! Ignore low-order term of cn and constant coefficient c) ‚.n lg n/.
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Analyse du tri par fusion

Chaque niveau a un coût
cn

En supposant que n est
une puissance de 2, il y a
log2 n + 1 niveaux

Le coût total est
cn log2 n+ cn 2 ⇥(n log n)

2-16 Lecture Notes for Chapter 2: Getting Started

cn

cn

…

Total: cn lg n + cn

cn

lg n

cn

n

c c c c c c c

…

cn

cn/2

cn/4 cn/4

cn/2

cn/4 cn/4

! Each level has cost cn.
! The top level has cost cn.
! The next level down has 2 subproblems, each contributing cost cn=2.
! The next level has 4 subproblems, each contributing cost cn=4.
! Each time we go down one level, the number of subproblems doubles but the

cost per subproblem halves) cost per level stays the same.
! There are lg nC 1 levels (height is lg n).

! Use induction.
! Base case: n D 1) 1 level, and lg 1C 1 D 0C 1 D 1.
! Inductive hypothesis is that a tree for a problem size of 2i has lg 2iC1 D iC1

levels.
! Because we assume that the problem size is a power of 2, the next problem

size up after 2i is 2iC1.
! A tree for a problem size of 2iC1 has one more level than the size-2i tree)

i C 2 levels.
! Since lg 2iC1 C 1 D i C 2, we’re done with the inductive argument.

! Total cost is sum of costs at each level. Have lg n C 1 levels, each costing cn
) total cost is cn lg nC cn.

! Ignore low-order term of cn and constant coefficient c) ‚.n lg n/.
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Remarques

Limitations de l’analyse asymptotique

Les facteurs constants ont de l’importance pour des problèmes de
petite taille

I Le tri par insertion est plus rapide que le tri par fusion pour n petit

Deux algorithmes de même complexité (grand-O) peuvent avoir des
propriétés très di↵érentes

I Le tri par insertion est en pratique beaucoup plus e�cace que le tri
par sélection sur des tableaux presque triés

Complexité en espace

S’étudie de la même manière, avec les mêmes notations

Elle est bornée par la complexité en temps (pourquoi ?)
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Plan

1. Correction d’algorithmes

2. Complexité algorithmique

3. Résolution de sommations et de récurrences
Sommation
Récurrences
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Sommations et récurrences

Les analyses de complexité font très souvent intervenir des
sommations et des récurrences

Dans cette section, on va voir quelques techniques génériques pour
trouver une solution analytique à des sommations et des récurrences

Une solution analytique est une expression mathématique qui peut
être évaluée à l’aide d’un nombre constant d’opérations de base
(addition, multiplication, exponentiation, etc.).
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Sommations
Définition : Soit une suite x

i

(i 2 Z). La sommation
P

b

i=a

x
i

pour
a, b 2 Z est définie récursivement par :

P
b

i=a

x
i

= 0 si b < a (cas de base)
P

b

i=a

x
i

= x
a

si b = a (cas de base)
P

b

i=a

x
i

=
⇣P

b�1
i=a

x
i

⌘
+ x

b

si b > a (cas inductif)

Définition : Soit une suite de réels x
i

, i 2 N, la série de terme général x
i

est la suite de sommes partielles

nX

i=0

x
i

(n 2 N).

Etant donné une série, on notera S
n

la n-ème somme partielle
P

n

i=0 x
i

.
La suite des sommes partielles peut être définie récursivement :

S0 = x0

S
n

= S
n�1 + x

n

pour n > 0
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Preuve d’une solution analytique
Une solution analytique se prouve généralement facilement par induction.

Exemple : Série géométrique :

Théorème : Pour tous n � 1 et z 6= 1, on a

n�1X

i=0

z i =
1 � zn

1 � z
.

Démonstration : La preuve fonctionne par induction.
P(n) = ”

P
n�1
i=0 z i = 1�z

n

1�z

”
Cas de base (n = 1) : P(1) est vérifié
Cas inductif (n > 1) : Si P(n) est vérifié, on peut écrire :

nX

i=0

z i =
n�1X

i=0

z i + zn =
1 � zn

1 � z
+ zn =

1 � zn + zn � zn+1

1 � z
=

1 � zn+1

1 � z

(Exercice : montrer que
P

n

i=0 i2 = (2n+1)(n+1)n
6 )
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Sommes infinies

Définition :
1X

i=0

z
i

= lim
n!1

nX

i=0

z
i

.

Théorème : Si |z | < 1, alors
1X

i=0

z i =
1

1 � z
.

Démonstration :

1X

i=0

z i = lim
n!1

nX

i=0

z i

= lim
n!1

1 � zn+1

1 � z

=
1

1 � z
.
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Trouver une solution analytique

Si prouver une solution analytique est aisé, imaginer cette solution l’est
moins.

Di↵érentes techniques génériques existent :

Dériver cette solution de la solution analytique d’une autre série (par
exemple par dérivation ou intégration),

Méthode de perturbation,

Par identification paramétrique.

. . .
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Variantes des séries géométriques
Théorème : Pour tous n � 0 et z 6= 1, on a

nX

i=0

iz i =
z � (n + 1)zn+1 + nzn+2

(1 � z)2
.

Démonstration : On a
nX

i=0

iz i = z ·
nX

i=0

iz i�1 = z ·
 

d

dz

nX

i=0

z i

!
= z ·

✓
d

dz

1 � zn+1

1 � z

◆
.

En développant, on obtient

z ·
✓

d

dz

1 � zn+1

1 � z

◆

= z ·
✓

�(n + 1)zn(1 � z) � (�1)(1 � zn+1)

(1 � z)2

◆

Outils d’analyse 123



= z ·
✓

�(n + 1)zn + (n + 1)zn+1 + 1�zn+1

(1 � z)2

◆

= z ·
✓

1 � (n + 1)zn + nzn+1

(1 � z)2

◆

=
z � (n + 1)zn+1 + nzn+2

(1 � z)2
.

Corollaire : Si |z | < 1, alors
1X

i=0

iz i =
z

(1 � z)2
.

Autre variante : En intégrant les deux côtés de
P1

i=0 z i = 1
1�z

(de 0 à
x), on peut obtenir :

1X

j=1

x j

j
= � ln(1 � x).
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Méthode de perturbation
Soit S

n

la n-ème somme partielle de la série de terme général x
i

. Par
définition, on a

S
n

+ x
n+1 = x0 +

n+1X

i=1

x
k

(= S
n+1)

Si on peut exprimer le membre de droite comme une fonction de S
n

, on
peut obtenir une solution analytique en résolvant l’équation pour S

n

.

Exemple : Pour la série géométrique S
n

=
P

n�1
i=0 z i :

S
n+1 = S

n

+ zn = z0 +
nX

i=1

z i = 1 + z
n�1X

i=0

z i = 1 + zS
n

D’où, on tire immédiatement :

S
n

=
1 � zn

1 � z
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Un autre exemple
Problème 1 : Dériver une solution analytique de S

n

=
P

n

k=0 k2k .

Solution : Par la méthode de perturbation :

S
n

+ (n + 1)2n+1 = 0 · 20 +
n+1X

k=1

k2k =
n+1X

k=1

k2k

=
nX

k=0

(k + 1)2k+1

=
nX

k=0

k2k+1 +
nX

k=0

2k+1

= 2
nX

k=0

k2k + 2
nX

k=0

2k

= 2S
n

+ 2(2n+1 � 1)

) S
n

= (n � 1)2n+1 + 2

1. Cette somme apparâıt dans l’analyse du tri par tas (voir partie 3).
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Par identification

On fait une hypothèse sur la forme de la solution et on identifie les
paramètres en prenant quelques valeurs.

Exemple :
P

n

i=1 i2 = (2n+1)(n+1)n
6 .

Supposer que la somme est un polynôme de degré 3 (car
somme⇠intégration)

nX

i=1

i2 = an3 + bn2 + cn + d

Identifier les constantes a, b, c , d à partir de quelques valeurs de la
somme

Prouver sa validité par induction ( !)
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Borner une série par intégration

Certaines séries n’ont pas de solution analytique (connue).

Exemple : La série harmonique H
n

:

H
n

=
1

1
+

1

2
+ . . . +

1

n

Dans ce cas, des bornes inférieures et supérieures peuvent cependant
être déterminées par intégration

136 Sums, Approximations, and Asymptotics II

We’ll have to study harmonic sums more closely to determine what can be done with
large numbers of blocks. Let’s use integration to bound the n-th harmonic number. A
picture is extremely helpful for getting the right functions and limits of integration.

0 1 2 3 n

�

�

1
1

1
2

1
3 y = 1/(x + 1)

y = 1/x

We can not integrate the function 1/x starting from zero. So, for the upper bound on
Hn we’ll take the first term explicitly (1/1) and then upper bound the remaining terms
normally. This gives:

Z n

0

1

x + 1
dx  Hn  1 +

Z n

1

1

x
dx

ln(x + 1)
���
n

0
 Hn  1 +

⇣
ln x

���
n

1

⌘

ln(n + 1)  Hn  1 + ln n

There are good bounds; the difference between the upper and lower values is never more
than 1.

Suppose we had a million blocks. Then the overhang we could achieve— assuming no
breeze or deformation of the blocks— would be 1

2H1000000. According to our bounds, this
is:

at least
1

2
ln(1000001) = 6.907 . . .

at most
1

2
(1 + ln(1000000)) = 7.407 . . .

So the top block would extend about 7 lengths past the end of the table! In fact, since the
lower bound or 1

2 ln(n + 1) grows arbitrarily large, there is no limit on how far the stack
can overhang!

Z
n

0

1

x + 1
dx  H

n

 1 +

Z
n

1

1

x
dx

[ln(x + 1)]n0  H
n

 1 + [ln x ]n1
ln(n + 1)  H

n

 1 + ln(n)

) H
n

2 ⇥(ln(n))

(On peut montrer que H
n

⇠ ln(n))
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Sommes doubles

Généralement, il su�t d’évaluer la somme intérieure et puis la somme
extérieure.
Exercice : montrez que

P1
n=0(y

n

P
n

i=0 x i ) = 1
(1�y)(1�xy)

Quand la somme intérieure n’a pas de solution analytique, échanger les
deux sommes peut aider.
Exemple :

nX

k=1

H
k

=
nX

k=1

kX

j=1

1

j

=
nX

j=1

nX

k=j

1

j

= . . .

= (n + 1)H
n

� n

j
1 2 3 4 5 . . . n

k 1 1
2 1 1/2
3 1 1/2 1/3
4 1 1/2 1/3 1/4

. . .
n 1 1/2 . . . 1/n
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Remarque sur les produits
Les mêmes techniques peuvent être utilisées pour calculer des produits en
utilisant le logarithme :

Y
f (n) = exp

⇣
ln
⇣Y

f (n)
⌘⌘

= exp
⇣X

ln f (n)
⌘

.

Permet de borner n! = 1 · 2 · 3 . . . (n � 1) · n. Par la méthode
d’intégration, on a :

n ln(n) � n + 1 
nX

i=1

ln(i)  (n + 1) ln(n + 1) � n.

En prenant l’exponentielle :

nn

en�1
 n!  (n + 1)(n+1)

en

Stirling’s formula :

n! ⇠
p

2⇡n
⇣n

e

⌘
n

.
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Plan

1. Correction d’algorithmes

2. Complexité algorithmique

3. Résolution de sommations et de récurrences
Sommation
Récurrences
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Récurrences

La complexité d’algorithmes récursifs est souvent calculable à partir
d’équations récurrentes
Exemples

I Tri par fusion

T (1) = 0

T (n) = T (dn/2e) + T (bn/2c) + n � 1 pour n > 1

I Fibonacci :

T (1) = 1

T (n) = T (n � 1) + T (n � 2) + 2 pour n > 1

I Tour de Hanöı (cf. INFO0947)

T (1) = 1

T (n) = 2T (n � 1) + 1 pour n > 1
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Classification des récurrences
Forme générale : u

n

= f ({u0, u1, . . . , un�1}, n)

Une récurrence peut être :

linéaire si f est une combinaison linéaire à coe�cients constants ou
variables.

I u
n

= 3u
n�1 + 4u

n�2, u
n

= n ⇤ u
n�2 + 1

polynomiale si f est un polynôme.
I b

n

=
P

n�1
k=0 b

k

b
n�1�k

d’ordre k si f dépend de u
n�1, . . . , un�k

.

complète si f dépend de u
n�1, . . . , u0.

de type “diviser pour régner” si f dépend de u
n/a, avec a 2 N constant.

I u
n

= 2u
n/2

homogène si f ne dépend que des u
i

.
I u

n

= 2u
n/2 + u

n/4

non homogène si elle est de la forme u
n

= f ({u
p

|p < n}) + g(n).
I u

n

= 2u
n�1 + n
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Techniques de résolution de récurrences

On souhaite obtenir une solution analytique à une récurrence.

Plusieurs approches possibles :

“Deviner-et-vérifier”

“Plug-and-chug” (téléscopage)

Arbres de récursion

Equations caractéristique (linéaire, voir MATH0491)

Master theorem (diviser-pour-régner)

Changement de variable

...
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Méthode “Deviner-et-Vérifier”

Principes :

1. Calculer les quelques premières valeurs de T
n

;

2. Deviner une solution analytique ;

3. Démontrer qu’elle est correcte, par exemple par induction.

Application :

T
n

= 2T
n�1 + 1 (tours de Hanöı) :

n 1 2 3 4 5 6 · · ·
T
n

1 3 7 15 31 63 · · ·

) On devine T
n

= 2n � 1

On doit démontrer (par induction) que la solution est correcte.
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Preuve d’une solution par induction

Théorème : T
n

= 2n � 1 satisfait la récurrence :

T1 = 1

T
n

= 2T
n�1 + 1 pour n � 2.

Démonstration : Par induction sur n. P(n) = ”T
n

= 2n � 1”.
Cas de base : P(1) est vrai car T1 = 1 = 21 � 1.
Cas inductif : Montrons que T

n

= 2n � 1 (pour n � 2) est vrai dès que
T
n�1 = 2n�1 � 1 est vrai :

T
n

= 2T
n�1 + 1

= 2(2n�1 � 1) + 1

= 2n � 1.
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Méthode “Plug-and-Chug” (force brute)

(aussi appelée téléscopage ou méthode des facteurs sommants)

1. “Plug” (appliquer l’équation récurrente) et “Chug” (simplifier)

T
n

= 1 + 2T
n�1

= 1 + 2(1 + 2T
n�2)

= 1 + 2 + 4T
n�2

= 1 + 2 + 4(1 + 2T
n�3)

= 1 + 2 + 4 + 8T
n�3

= . . .

Remarque : Il faut simplifier avec modération.
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2. Identifier et vérifier un “pattern”
I Identification :

T
n

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2i�1 + 2iT
n�i

I Vérification en développant une étape supplémentaire :

T
n

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2i�1 + 2i (1 + 2T
n�(i+1))

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2i�1 + 2i + 2i+1T
n�(i+1)

3. Exprimer le nème terme en fonction des termes précédents
En posant i = n � 1, on obtient

T
n

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2n�2 + 2n�1T1

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2n�2 + 2n�1
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4. Trouver une solution analytique pour le nème terme

T
n

= 1 + 2 + 4 + · · · + 2n�2 + 2n�1

=
n�1X

i=0

2i

=
1 � 2n

1 � 2
= 2n � 1

Outils d’analyse 139



Tri par fusion
Appliquons le “plug-and-chug” à la récurrence du tri par fusion dans le
cas où n = 2k :

T (1) = 0

T (n) = T (dn/2e) + T (bn/2c) + n � 1 = 2T (n/2) + n � 1 pour n > 1

Pattern :

T (n) = 2iT (n/2i ) + (n � 2i�1) + (n � 2i�2) + . . . + (n � 20)

= 2iT (n/2i ) + i · n � 2i + 1

En posant i = k et en utilisant k = log2 n :

T (n) = 2kT (n/2k) + k · n � 2k + 1

= nT (1) + n log2 n � n + 1

= n log2 n � n + 1
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Tri par fusion
Appliquons le “plug-and-chug” à la récurrence du tri par fusion dans le
cas où n = 2k :

T (1) = 0

T (n) = T (dn/2e) + T (bn/2c) + n � 1 = 2T (n/2) + n � 1 pour n > 1

Pattern :

T (n) = 2iT (n/2i ) + (n � 2i�1) + (n � 2i�2) + . . . + (n � 20)

= 2iT (n/2i ) + i · n � 2i + 1

En posant i = k et en utilisant k = log2 n :

T (n) = 2kT (n/2k) + k · n � 2k + 1

= nT (1) + n log2 n � n + 1

= n log2 n � n + 1
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Arbres de récursion

Approche graphique pour deviner une solution analytique (ou une borne
asymptotique) à une récurrence.

La solution devra toujours être démontrée ensuite (par induction).

Illustration sur la récurrence suivante :

T (1) = a

T (n) = 3T (n/4) + cn2 (Pour n > 1)

(Introduction to algorithms, Cormen et al.)
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4.4 The recursion-tree method for solving recurrences 89
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Figure 4.5 Constructing a recursion tree for the recurrence T .n/ D 3T .n=4/ C cn2. Part (a)
shows T .n/, which progressively expands in (b)–(d) to form the recursion tree. The fully expanded
tree in part (d) has height log4 n (it has log4 nC 1 levels).
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shows T .n/, which progressively expands in (b)–(d) to form the recursion tree. The fully expanded
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Le coût total est la somme du coût de chaque niveau de l’arbre :

T (n) = cn2 +
3

16
cn2 + . . . +

✓
3

16

◆log4 n�1

cn2 + anlog4 3

=

log4 n�1X

i=0

✓
3

16

◆
i

cn2 + anlog4 3

<
1X

i=0

✓
3

16

◆
i

cn2 + anlog4 3

=
1

1 � (3/16)
cn2 + anlog4 3

2 O(n2)

(à vérifier par induction)

Comme le coût de la racine est cn2, on a aussi T (n) 2 ⌦(n2) et
donc T (n) 2 ⇥(n2).

Outils d’analyse 144



Preuve d’une borne supérieure
Théorème : Soit la récurrence :

T (1) = a,
T (n) = 3T (n/4) + cn2 (Pour n > 1).

On a T (n) 2 O(n2).

Préparation de la démonstration : Soit P(n) = “T (n)  dn2“. L’idée est de
trouver un d tel que P(n) peut se montrer par induction forte.
Cas de base : P(1) est vrai si a  d · 12 = d .
Cas inductif : Supposons P(1), P(4), . . . , P(n/4) vérifiés et trouvons une
contrainte sur d telle que P(n) le soit aussi :

T (n)  3T (n/4) + cn2

 3d(n/4)2 + cn2

=
3

16
dn2 + cn2

 dn2,

La dernière étape est valide dès que d � (16/13)c . Le théorème est donc vérifié

pour autant que d � max{(16/13)c , a}.
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Preuve d’une borne supérieure
Ré-écriture de la preuve :

Démonstration : Soit une constante d telle que d � max{(16/13)c , a}.
Montrons par induction forte que P(n) = “T (n)  dn2“ est vrai pour
tout n � 1 (qui implique T (n) 2 O(n)).
Cas de base : P(1) est vrai puisque d � max{(16/13)c , a} � a.
Cas inductif : Supposons P(1), P(4), . . . , P(n/4) vérifiés et montrons que
P(n) l’est aussi :

T (n)  3T (n/4) + cn2

 3d(n/4)2 + cn2

=
3

16
dn2 + cn2

 dn2,

où la dernière étape découle de d � max((16/13)c , a).
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Synthèse
Trois approches empiriques pour trouver une solution analytique :

“Deviner-et-vérifier”

“Plug-and-Chug”

Arbres de récursion

Ces approches sont génériques mais

il n’est pas toujours aisé de trouver le pattern ;

il faut pouvoir résoudre la somme obtenue ;

la solution doit être vérifiée par induction.

Il existe des méthodes plus systématiques pour résoudre des récurrences
particulières

Récurrences linéaires d’ordre k � 1 à coe�cients constants :
solution analytique exacte (voir MATH0491)

Récurrences “diviser-pour-régner” (borne asymptotique uniquement)
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Récurrence générale “diviser-pour-régner”

Définition : Un récurrence “diviser-pour-régner” est une récurrence de la
forme :

T
n

=
kX

i=1

a
i

T (b
i

n) + g(n),

où a1, . . . , a
k

sont des constantes positives, b1, . . . , b
k

sont des
constantes comprises entre 0 et 1 et g(n) est une fonction non négative.

Exemple : k = 1, a1 = 2, b1 = 1/2 et g(n) = n � 1 correspond au tri par
fusion

Sous certaines conditions, il est possible de trouver des bornes
asymptotiques sur les récurrences de ce type.
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Master theorem

Théorème : Soit la récurrence suivante :
⇢

T (n) = c si n < d
T (n) = aT ( n

b

) + f (n) si n � d

où d � 1 est une constantes entière, a > 0, c > 0 et b > 1 sont des constantes
réelles, et f (n) est une fonction positive pour n � d .

1. Si f (n) 2 O(nlog
b

a�✏) pour un ✏ > 0, alors T (n) 2 ⇥(nlog
b

a)

2. Si f (n) 2 ⇥(nlog
b

a), alors T (n) 2 ⇥(nlog
b

a log n).

3. Si f (n) 2 ⌦(nlog
b

a+✏) pour un ✏ > 0 et si af ( n
b

)  �f (n) pour un � < 1,
alors T (n) 2 ⇥(f (n)).

(Introduction to algorithms, Cormen et al.)

NB : les bornes ne dépendent pas de c et d . n

b

peut être interprété soit comme
b n

b

c, soit comme d n

b

e.
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Exemple d’application

Soit la récurrence suivante :

T (n) = 7T (n/2) + ⇥(n2).

(Méthode de Strassen pour la multiplication de matrice)

T (n) satisfait aux conditions du théorème avec a = 7, b = 2.

log
b

a = log2 7 = 2.807... ) f (n) 2 O(nlog2 7�✏) avec ✏ = 0.8.

Par le premier cas du théorème, on a :

T (n) = ⇥(nlog
b

a) = O(n2.807...).
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Changement de variables

Un changement de variables permet parfois de transformer une
récurrence “diviser pour régner” en une récurrence linéaire.

Soit la récurrence du transparent précédent :

T (n) = 7T (n/2) + ⇥(n2)

En posant : n = 2m et S(m) = T (2m), on obtient :

S(m) = T (2m) = 7T (2m�1) + ⇥((2m)2) = 7S(m � 1) + ⇥(4m)
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Changement de variables
Un changement de variable permet de résoudre des récurrences qui
semblent a priori complexes.

Considérons la récurrence suivante :

T (n) = 2T (
p

n) + log n

Posons m = log n. On a :

T (2m) = 2T (2m/2) + m.

Soit S(m) = T (2m). On a :

S(m) = 2S(m/2) + m ) S(m) 2 ⇥(m log m).

Finalement :

T (n) = T (2m) = S(m) 2 O(m log m) = O(log n log log n).
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Comparaisons de récurrences : linéaires versus “d-p-r”
Récurrence Solution

Tours de Hanöı T

n

= 2T
n�1 + 1 T

n

⇠ 2n

Tours de Hanöı 2 T

n

= 2T
n�1 + n T

n

⇠ 2 · 2n
Algo rapide T

n

= 2T
n/2 + 1 T

n

⇠ n

Tri par fusion T

n

= 2T
n/2 + n � 1 T

n

⇠ n log n
Fibonacci T

n

= T

n�1 + T

n�2 T

n

⇠ (1.618 . . .)n+1/
p
5

Récurrences “Diviser pour régner” généralement polynomiales
Récurrences linéaires généralement exponentielles
Générer des sous-problèmes petits est beaucoup plus important que
de réduire la complexité du terme non homogène

I Tri par fusion et Fibanocci sont exponentiellement plus rapides que
les tours de Hanöı
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Comparaisons de récurrences : nombre de sous-problèmes
Récurrences linéaires :

T
n

= 2T
n�1 + 1 ) T

n

= ⇥(2n)

T
n

= 3T
n�1 + 1 ) T

n

= ⇥(3n)

Augmentation exponentielle des temps de calcul quand on passe de 2 à
3 sous-problèmes.

Récurrence “diviser-pour-régner” :

T1 = 0

T
n

= aT
n/2 + n � 1

Par le master théorème, on a :

T
n

=

8
<

:

⇥(n) pour a < 2
⇥(n log2 n) pour a = 2
⇥(nlog2 a) pour a > 2.

La solution est complètement di↵érente entre a = 1.99 et a = 2.01.
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Ce qu’on a vu

Correction d’algorithmes itératifs (par invariant) et récursifs (par
induction)

Notions de complexité algorithmique

Notations asymptotiques

Calcul de complexité d’algorithmes itératifs et récursifs

Plusieurs techniques de résolution de sommations et de récurrences
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