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Concept

Une structure de données est une manière d’organiser et de stocker
l’information

I Pour en faciliter l’accès ou dans d’autres buts

Une structure de données a une interface qui consiste en un
ensemble de procédures pour ajouter, e↵acer, accéder, réorganiser,
etc. les données.

Une structure de données conserve des données et éventuellement
des méta-données

I Par exemple : un tas utilise un tableau pour stocker les clés et une
variable A.heap-size pour retenir le nombre d’éléments qui sont dans
le tas.

Un type de données abstrait (TDA) = définition des propriétés de la
structure et de son interface (“cahier des charges”)
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Structures de données

Dans ce cours :

Principalement des ensembles dynamiques (dynamic sets), amenés à
crôıtre, se rétrécir et à changer au cours du temps.

Les objets de ces ensembles comportent des attributs.

Un de ces attributs est une clé qui permet d’identifier l’objet, les
autres attributs sont la plupart du temps non pertinents pour
l’implémentation de la structure.

Certains ensembles supposent qu’il existe un ordre total entre les
clés.
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Opérations standards sur les structures

Deux types : opérations de recherche/accès aux données et
opérations de modifications

Recherche : exemples :
I Search(S , k) : retourne un pointeur x vers un élément dans S tel

que x .key = k , ou NIL si un tel élément n’appartient pas à S .
I Minimum(S), Maximum(S) : retourne un pointeur vers l’élément

avec la plus petite (resp. grande) clé.
I Successor(S , x),Predecessor(S , x) retourne un pointeur vers

l’élément tout juste plus grand (resp. petit) que x dans S , NIL si x
est le maximum (resp. minimum).

Modification : exemples :
I Insert(S , x) : insère l’élément x dans S .
I Delete(S , x) : retire l’élément x de S .
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Implémentation d’une structure de données

Etant donné un TDA (interface), plusieurs implémentations sont
généralement possibles

La complexité des opérations dépend de l’implémentation, pas du
TDA.

Les briques de base pour implémenter une structure de données
dépendent du langage d’implémentation

I Dans ce cours, les principaux outils du C : tableaux, structures à la C
(objets avec attributs), liste liées (simples, doubles, circulaires), etc.

Une structure de données peut être implémentée à l’aide d’une autre
structure de données (de base ou non)
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Quelques structures de données standards

Pile : collection d’objets accessibles selon une politique LIFO

File : collection d’objets accessibles selon une politique FIFO

File double : combine accès LIFO et FIFO

Liste : collection d’objets ordonnés accessibles à partir de leur
position

Vecteur : collection d’objets ordonnés accessibles à partir de leur
rang

Arbre : collection d’objets organisés en une structure d’arbre

File à priorité : accès uniquement à l’élément de clé (priorité)
maximale

Dictionnaire : structure qui implémente les 3 opérations recherche,
insertion, suppression (cf. partie 5)
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Pile

Ensemble dynamique d’objets accessibles selon une discipline LIFO
(“Last-in first-out”).

Interface
I Stack-Empty(S) renvoie vrai si et seulement si la pile est vide
I Push(S , x) pousse la valeur x sur la pile S
I Pop(S) extrait et renvoie la valeur sur le sommet de la pile S

Applications :
I Option ’undo’ dans un traitement de texte
I Langage postscript
I Appel de fonctions dans un compilateur
I . . .

Implémentations :
I avec un tableau (taille fixée a priori)
I au moyen d’une liste liée (allouée de manière dynamique)
I . . .
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Implémentation par un tableau

S est un tableau qui contient les éléments de la pile

S .top est la position courante de l’élément au sommet de S

94 5

Implémentation par un tableau

S est un tableau qui contient les éléments de la pile

S .top est la position courante de l’élément au sommet de S

Stack-Empty(S)

1 if S .top == 0
2 return true
3 else return false

Push(S , x)

1 S .top = S .top + 1
2 S [S .top] = x

Pop(S)

1 if Stack-Empty(S)
2 error “underflow”
3 else S .top = S .top � 1
4 return S [top(S) + 1]

Complexité en temps et en espace : O(1)
(L’espace mémoire occupé ne dépend pas du nombre d’objets)
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Push(S , x)

1 if S .top == S . length
2 error “overflow”
3 S .top = S .top + 1
4 S [S .top] = x

Stack-Empty(S)

1 return S .top == 0

Pop(S)

1 if Stack-Empty(S)
2 error “underflow”
3 else S .top = S .top � 1
4 return S [S .top + 1]

Complexité en temps et en espace : O(1)
(Inconvénient : L’espace occupé ne dépend pas du nombre d’objets)
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Rappel : liste simplement et doublement liée
10.2 Linked lists 237

9 16 4 1

prev key next

(a)

9 16 4 1(b) 25

9 16 1(c) 25L:head

L:head

L:head

Figure 10.3 (a) A doubly linked list L representing the dynamic set f1; 4; 9; 16g. Each element in
the list is an object with attributes for the key and pointers (shown by arrows) to the next and previous
objects. The next attribute of the tail and the pre! attribute of the head are NIL, indicated by a diagonal
slash. The attribute L:head points to the head. (b) Following the execution of LIST-INSERT.L; x/,
where x:key D 25, the linked list has a new object with key 25 as the new head. This new object
points to the old head with key 9. (c) The result of the subsequent call LIST-DELETE.L; x/, where x
points to the object with key 4.

elements. In the remainder of this section, we assume that the lists with which we
are working are unsorted and doubly linked.

Searching a linked list
The procedure LIST-SEARCH.L; k/ finds the first element with key k in list L
by a simple linear search, returning a pointer to this element. If no object with
key k appears in the list, then the procedure returns NIL. For the linked list in
Figure 10.3(a), the call LIST-SEARCH.L; 4/ returns a pointer to the third element,
and the call LIST-SEARCH.L; 7/ returns NIL.

LIST-SEARCH.L; k/

1 x D L:head
2 while x ¤ NIL and x:key ¤ k
3 x D x:next
4 return x

To search a list of n objects, the LIST-SEARCH procedure takes ‚.n/ time in the
worst case, since it may have to search the entire list.

Inserting into a linked list
Given an element x whose key attribute has already been set, the LIST-INSERT
procedure “splices” x onto the front of the linked list, as shown in Figure 10.3(b).

Structure de données composée d’une séquence d’éléments de liste.

Chaque élément x de la liste est composé :
I d’un contenu utile x .data de type arbitraire (par exemple une clé),
I d’un pointeur x .next vers l’élément suivant dans la séquence
I Doublement liée : d’un pointeur x .prev vers l’élément précédent dans

la séquence

Soit L une liste liée
I L.head pointe vers le premier élément de la liste
I Doublement liée : L.tail pointe vers le dernier élément de la liste

Le dernier élément possède un pointeur x .next vide (noté NIL)

Doublement liée : Le premier élément possède un pointeur x .prev
vide
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Implémentation d’une pile à l’aide d’une liste liée

S est une liste simplement liée (S .head pointe vers le premier
élément de la liste)

9 14

Implémentation d’une pile à l’aide d’une liste liée

S est une liste simplement liée (S .head pointe vers le premier
élément de la liste)

Stack-Empty(S)

1 if S .head == NIL
2 return true
3 else return false

Push(S , x)

1 x .next = S .head
2 S .head = x

Pop(S)

1 if Stack-Empty(S)
2 error “underflow”
3 else x = S .head
4 S .head = S .head .next
5 return x

Complexité en temps O(1), complexité en espace O(n) pour n
opérations
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Rappel : liste simplement et doublement liée
10.2 Linked lists 237

9 16 4 1

prev key next

(a)

9 16 4 1(b) 25

9 16 1(c) 25L:head

L:head

L:head

Figure 10.3 (a) A doubly linked list L representing the dynamic set f1; 4; 9; 16g. Each element in
the list is an object with attributes for the key and pointers (shown by arrows) to the next and previous
objects. The next attribute of the tail and the pre! attribute of the head are NIL, indicated by a diagonal
slash. The attribute L:head points to the head. (b) Following the execution of LIST-INSERT.L; x/,
where x:key D 25, the linked list has a new object with key 25 as the new head. This new object
points to the old head with key 9. (c) The result of the subsequent call LIST-DELETE.L; x/, where x
points to the object with key 4.

elements. In the remainder of this section, we assume that the lists with which we
are working are unsorted and doubly linked.

Searching a linked list
The procedure LIST-SEARCH.L; k/ finds the first element with key k in list L
by a simple linear search, returning a pointer to this element. If no object with
key k appears in the list, then the procedure returns NIL. For the linked list in
Figure 10.3(a), the call LIST-SEARCH.L; 4/ returns a pointer to the third element,
and the call LIST-SEARCH.L; 7/ returns NIL.

LIST-SEARCH.L; k/

1 x D L:head
2 while x ¤ NIL and x:key ¤ k
3 x D x:next
4 return x

To search a list of n objects, the LIST-SEARCH procedure takes ‚.n/ time in the
worst case, since it may have to search the entire list.

Inserting into a linked list
Given an element x whose key attribute has already been set, the LIST-INSERT
procedure “splices” x onto the front of the linked list, as shown in Figure 10.3(b).

Structure de données composée d’une séquence d’éléments de liste.

Chaque élément x de la liste est composé :
I d’un contenu utile x .data de type arbitraire (par exemple une clé),
I d’un pointeur x .next vers l’élément suivant dans la séquence
I Doublement liée : d’une pointeur x .prev vers l’élément précédent

dans la séquence

Soit L une liste liée
I L.head pointe vers le premier élément de la liste
I Doublement liée : L.tail pointe vers le dernier élément de la liste

Le dernier élément possède un pointeur x .next vide (noté NIL)

Doublement liée : Le premier élément possède un pointeur x .prev
vide
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Push(S , x)

1 x .next = S .head
2 S .head = x

Stack-Empty(S)

1 if S .head == NIL
2 return true
3 else return false

Pop(S)

1 if Stack-Empty(S)
2 error “underflow”
3 else x = S .head
4 S .head = S .head .next
5 return x

Complexité en temps O(1), complexité en espace O(n) pour n
opérations
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Application

Vérifier l’appariement de parenthèses ([],() ou {}) dans une châıne
de caractères

I Exemples : ((x) + (y)]/2 ! non, [�(b) + sqrt(4 ⇤ (a) ⇤ c)]/(2 ⇤ a) !
oui

Solution basée sur une pile :

ParenthesesMatch(A)

1 S = pile vide
2 for i = 1 to A. length
3 if A[i ] est une parenthèse gauche
4 Push(S , A[i ])
5 elseif A[i ] est une parenthèse droite
6 if Stack-Empty(S)
7 return False
8 elseif Pop(S) n’est pas du même type que A[i ]
9 return False

10 return Stack-Empty(S)
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File

Ensemble dynamique d’objets accessibles selon une discipline FIFO
(“First-in first-out”).

Interface
I Enqueue(Q, s) ajoute l’élément x à la fin de la file Q
I Dequeue(Q) retire l’élément à la tête de la file Q

Implémentation à l’aide d’un tableau circulaire
I Q est un tableau de taille fixe Q. length

I Mettre plus de Q. length éléments dans la file provoque une erreur de
dépassement

I Q.head est la position à la tête de la file
I Q.tail est la première position vide à la fin de la file
I Initialement : Q.head = Q.tail = 1
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Enqueue et Dequeue
Etat initial :

234 Chapter 10 Elementary Data Structures

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(a) 15 6 9 8 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(b) 15 6 9 8 43 5 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(c) 15 6 9 8 43 5 17

Q:head D 7

Q:head D 7 Q: tail D 12

Q: tail D 3

Q: tail D 3

Q:head D 8

Figure 10.2 A queue implemented using an array QŒ1 : : 12!. Queue elements appear only in the
lightly shaded positions. (a) The queue has 5 elements, in locations QŒ7 : : 11!. (b) The configuration
of the queue after the calls ENQUEUE.Q; 17/, ENQUEUE.Q; 3/, and ENQUEUE.Q; 5/. (c) The
configuration of the queue after the call DEQUEUE.Q/ returns the key value 15 formerly at the
head of the queue. The new head has key 6.

Queues
We call the INSERT operation on a queue ENQUEUE, and we call the DELETE
operation DEQUEUE; like the stack operation POP, DEQUEUE takes no element ar-
gument. The FIFO property of a queue causes it to operate like a line of customers
waiting to pay a cashier. The queue has a head and a tail. When an element is en-
queued, it takes its place at the tail of the queue, just as a newly arriving customer
takes a place at the end of the line. The element dequeued is always the one at
the head of the queue, like the customer at the head of the line who has waited the
longest.

Figure 10.2 shows one way to implement a queue of at most n ! 1 elements
using an array QŒ1 : : n!. The queue has an attribute Q:head that indexes, or points
to, its head. The attribute Q: tail indexes the next location at which a newly arriv-
ing element will be inserted into the queue. The elements in the queue reside in
locations Q:head; Q:head C 1; : : : ; Q: tail ! 1, where we “wrap around” in the
sense that location 1 immediately follows location n in a circular order. When
Q:head D Q: tail, the queue is empty. Initially, we have Q:head D Q: tail D 1.
If we attempt to dequeue an element from an empty queue, the queue underflows.

Enqueue(Q, 17), Enqueue(Q, 3), Enqueue(Q, 5)

234 Chapter 10 Elementary Data Structures

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(a) 15 6 9 8 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(b) 15 6 9 8 43 5 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(c) 15 6 9 8 43 5 17

Q:head D 7

Q:head D 7 Q: tail D 12

Q: tail D 3

Q: tail D 3

Q:head D 8

Figure 10.2 A queue implemented using an array QŒ1 : : 12!. Queue elements appear only in the
lightly shaded positions. (a) The queue has 5 elements, in locations QŒ7 : : 11!. (b) The configuration
of the queue after the calls ENQUEUE.Q; 17/, ENQUEUE.Q; 3/, and ENQUEUE.Q; 5/. (c) The
configuration of the queue after the call DEQUEUE.Q/ returns the key value 15 formerly at the
head of the queue. The new head has key 6.

Queues
We call the INSERT operation on a queue ENQUEUE, and we call the DELETE
operation DEQUEUE; like the stack operation POP, DEQUEUE takes no element ar-
gument. The FIFO property of a queue causes it to operate like a line of customers
waiting to pay a cashier. The queue has a head and a tail. When an element is en-
queued, it takes its place at the tail of the queue, just as a newly arriving customer
takes a place at the end of the line. The element dequeued is always the one at
the head of the queue, like the customer at the head of the line who has waited the
longest.

Figure 10.2 shows one way to implement a queue of at most n ! 1 elements
using an array QŒ1 : : n!. The queue has an attribute Q:head that indexes, or points
to, its head. The attribute Q: tail indexes the next location at which a newly arriv-
ing element will be inserted into the queue. The elements in the queue reside in
locations Q:head; Q:head C 1; : : : ; Q: tail ! 1, where we “wrap around” in the
sense that location 1 immediately follows location n in a circular order. When
Q:head D Q: tail, the queue is empty. Initially, we have Q:head D Q: tail D 1.
If we attempt to dequeue an element from an empty queue, the queue underflows.

Dequeue(Q) ! 15

234 Chapter 10 Elementary Data Structures
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Q(b) 15 6 9 8 43 5 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q(c) 15 6 9 8 43 5 17

Q:head D 7
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Figure 10.2 A queue implemented using an array QŒ1 : : 12!. Queue elements appear only in the
lightly shaded positions. (a) The queue has 5 elements, in locations QŒ7 : : 11!. (b) The configuration
of the queue after the calls ENQUEUE.Q; 17/, ENQUEUE.Q; 3/, and ENQUEUE.Q; 5/. (c) The
configuration of the queue after the call DEQUEUE.Q/ returns the key value 15 formerly at the
head of the queue. The new head has key 6.

Queues
We call the INSERT operation on a queue ENQUEUE, and we call the DELETE
operation DEQUEUE; like the stack operation POP, DEQUEUE takes no element ar-
gument. The FIFO property of a queue causes it to operate like a line of customers
waiting to pay a cashier. The queue has a head and a tail. When an element is en-
queued, it takes its place at the tail of the queue, just as a newly arriving customer
takes a place at the end of the line. The element dequeued is always the one at
the head of the queue, like the customer at the head of the line who has waited the
longest.

Figure 10.2 shows one way to implement a queue of at most n ! 1 elements
using an array QŒ1 : : n!. The queue has an attribute Q:head that indexes, or points
to, its head. The attribute Q: tail indexes the next location at which a newly arriv-
ing element will be inserted into the queue. The elements in the queue reside in
locations Q:head; Q:head C 1; : : : ; Q: tail ! 1, where we “wrap around” in the
sense that location 1 immediately follows location n in a circular order. When
Q:head D Q: tail, the queue is empty. Initially, we have Q:head D Q: tail D 1.
If we attempt to dequeue an element from an empty queue, the queue underflows.
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Enqueue et Dequeue

Enqueue(Q,x)

1 Q[Q.tail ] = x
2 if Q.tail == Q. length
3 Q.tail = 1
4 else Q.tail = Q.tail + 1

Dequeue(Q)

1 x = Q[Q.head ]
2 if Q.head == Q. length
3 Q.head = 1
4 else Q.head = Q.head + 1
5 return x

Complexité en temps O(1), complexité en espace O(1).

Exercice : ajouter la gestion d’erreur
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Implémentation à l’aide d’une liste liée

Implémentation par une liste doublement liée

Soit la file double Q :
I Q.head pointe vers un
I Q.tail pointe vers un
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Implémentation par une liste doublement liée

Soit la file double Q :
I Q.head pointe vers un
I Q.tail pointe vers un

Structures de données élémentaires 75

9 14 4

Q est une liste simplement liée

Q.head (resp. Q.tail) pointe vers la tête (resp. la queue) de la liste

Enqueue(Q,x)

1 x .next = NIL
2 if Q.head == NIL
3 Q.head = x
4 else Q.tail .next = x
5 Q.tail = x

Dequeue(Q)

1 if Q.head == NIL
2 error “underflow”
3 x = Q.head
4 Q.head = Q.head .next
5 if Q.head == NIL
6 Q.tail = NIL
7 return x

Complexité en temps O(1), complexité en espace O(n) pour n
opérations
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File double

Double ended-queue (deque)

Généralisation de la pile et de la file

Collection ordonnée d’objets o↵rant la possibilité
I d’insérer un nouvel objet avant le premier ou après le dernier
I d’extraire le premier ou le dernier objet

Interface :
I insert-first(Q, x) : ajoute x au début de la file double
I insert-last(Q, x) : ajoute x à la fin de la file double
I remove-first(Q) : extrait l’objet situé en première position
I remove-last(Q) : extrait l’objet situé en dernière position
I . . .

Application : équilibrage de la charge d’un serveur
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Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

A l’aide d’une liste doublement liée

Soit la file double Q :
I Q.head pointe vers un élément sentinelle en début de liste
I Q.tail pointe vers un élément sentinelle en fin de liste
I Q.size est la taille courante de la liste

Implémentation par une liste doublement liée

Soit la file double Q :
I Q.head pointe vers un
I Q.tail pointe vers un
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Implémentation par une liste doublement liée

Soit la file double Q :
I Q.head pointe vers un
I Q.tail pointe vers un
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9 14 4

Les sentinelles ne contiennent pas de données. Elles permettent de
simplifier le code (pour un coût en espace constant).

Exercice : implémentation de la file double sans sentinelles,
implémentation de la file simple avec sentinelle
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Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

insert-first(Q, x)

1 x .prev = Q.head
2 x .next = Q.head .next
3 Q.head .next.prev = x
4 Q.head .next = x
5 Q.size = Q.size + 1

insert-last(Q, x)

1 x .prev = Q.tail .prev
2 x .next = Q.tail
3 Q.tail .prev .next = x
4 Q.head .prev = x
5 Q.size = Q.size + 1

remove-first(Q)

1 if (Q.size == 0)
2 error

3 x = Q.head .next
4 Q.head .next = Q.head .next.next
5 Q.head .next.prev = Q.head
6 Q.size = Q.size � 1
7 return x

remove-last(Q)

1 if (Q.size == 0)
2 error

3 x = Q.tail .prev
4 Q.tail .prev = Q.tail .prev .prev
5 Q.tail .prev .next = Q.head
6 Q.size = Q.size � 1
7 return x

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.
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Liste

Ensemble dynamique d’objets ordonnés accessibles relativement les
uns aux autres, sur base de leur position

Généralise toutes les structures vues précédemment
Interface :

I Les fonctions d’une liste double (insertion et retrait en début et fin de
liste)

I Insert-Before(L, p, x) : insére x avant p dans la liste
I Insert-After(L, p, x) : insère x après p dans la liste
I Remove(L, p) : retire l’élement à la position p
I replace(L, p, x) : remplace par l’objet x l’objet situé à la position p
I first(L), last(L) : renvoie la première, resp. dernière position dans

la liste
I prev(L, p), next(L, p) : renvoie la position précédant (resp. suivant)

p dans la liste

Implémentation similaire à la file double, à l’aide d’une liste
doublement liée (avec sentinelles)
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Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

9 14 4

6

Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

p.prev p.next p x

insert-before(L, p, x)

1 x .prev = p.prev
2 x .next = p
3 p.prev .next = x
4 p.prev = x
5 L.size = L.size + 1

insert-after(L, p, x)

1 x .prev = p
2 x .next = p.next
3 p.next.prev = x
4 p.next = x
5 L.size = L.size + 1

remove(L, p)

1 p.prev .next = p.next
2 p.next.prev = p.prev
3 L.size = L.size � 1
4 return p

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.
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Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

p.prev p.next p x

insert-before(L, p, x)

1 x .prev = p.prev
2 x .next = p
3 p.prev .next = x
4 p.prev = x
5 L.size = L.size + 1

insert-after(L, p, x)

1 x .prev = p
2 x .next = p.next
3 p.next.prev = x
4 p.next = x
5 L.size = L.size + 1

remove(L, p)

1 p.prev .next = p.next
2 p.next.prev = p.prev
3 L.size = L.size � 1
4 return p

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.
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Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

p.prev p.next p x

insert-before(L, p, x)

1 x .prev = p.prev
2 x .next = p
3 p.prev .next = x
4 p.prev = x
5 L.size = L.size + 1

insert-after(L, p, x)

1 x .prev = p
2 x .next = p.next
3 p.next.prev = x
4 p.next = x
5 L.size = L.size + 1

remove(L, p)

1 p.prev .next = p.next
2 p.next.prev = p.prev
3 L.size = L.size � 1
4 return p

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.

Structures de données élémentaires 75

Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée

p.prev p.next p x

insert-before(L, p, x)

1 x .prev = p.prev
2 x .next = p
3 p.prev .next = x
4 p.prev = x
5 L.size = L.size + 1

insert-after(L, p, x)

1 x .prev = p
2 x .next = p.next
3 p.next.prev = x
4 p.next = x
5 L.size = L.size + 1

remove(L, p)

1 p.prev .next = p.next
2 p.next.prev = p.prev
3 L.size = L.size � 1
4 return p

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.
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insert-before(L, p, x)

1 x .prev = p.prev
2 x .next = p
3 p.prev .next = x
4 p.prev = x
5 L.size = L.size + 1

remove(L, p)

1 p.prev .next = p.next
2 p.next.prev = p.prev
3 L.size = L.size � 1
4 return p

insert-after(L, p, x)

1 x .prev = p
2 x .next = p.next
3 p.next.prev = x
4 p.next = x
5 L.size = L.size + 1

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.
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Vecteur

Ensemble dynamique d’objets occupant des rangs entiers successifs,
permettant la consultation, le remplacement, l’insertion et la
suppression d’éléments à des rangs arbitraires

Interface
I Elem-At-Rank(V , r) retourne l’élément au rang r dans V .
I Replace-At-Rank(V , r , x) remplace l’élément situé au rang r par

x et retourne cet objet.
I Insert-At-Rank(V , r , x) insère l’élément x au rang r , en

augmentant le rang des objets suivants.
I Remove-At-Rank(V , r) extrait l’élément situé au rang r et le

retire de r , en diminuant le rang des objets suivants.
I Vector-Size(V ) renvoie la taille du vecteur.

Applications : tableau dynamique, gestion des éléments d’un
menu,. . .

Implémentation : liste liée, tableau extensible. . .
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Implémentation par un tableau extensible

Les éléments sont stockés dans un tableau extensible V .A de taille
initiale V .c .

En cas de dépassement, la capacité du tableau est doublée.

V .n retient le nombre de composantes.

Insertion et suppression :

Insert-At-Rank(V , r , x)

1 if V .n == V .c
2 V .c = 2 · V .c
3 W = “Tableau de taille V .c”
4 for i = 1 to n

5 W [i ] = V .A[i ]
6 V .A = W

7 for i = V .n downto r

8 V .A[i + 1] = V .A[i ]
9 V .A[r ] = x

10 V .n = V .n + 1

Remove-At-Rank(V , r)

1 tmp = V .A[r ]
2 for i = r to V .n � 1
3 V .A[i ] = V .A[i + 1]
4 V .n = V .n � 1
5 return tmp
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Complexité en temps

Insert-At-Rank :
I O(n) pour une opération individuelle, où n est le nombre de

composantes du vecteur
I ⇥(n2) pour n opérations d’insertion en début de vecteur
I ⇥(n) pour n opérations d’insertion en fin de vecteur

Justification :
I Si la capacité du tableau passe de c0 à 2kc0 au cours des n

opérations, alors le coût des transferts entre tableaux s’élève à

c0 + 2c0 + . . . + 2k�1c0 = (2k � 1)c0.

Puisque 2k�1c0 < n  2kc0, ce coût est ⇥(n).
I On dit que le coût amorti par opération est O(1)
I Si on avait élargi le tableau avec un incrément constant m, le coût

aurait été

c0 +(c0 +m)+ (c0 +2m)+ . . .+(c0 +(k � 1)m) = kc0 +
k(k � 1)

2
m.

Puisque c0 + (k � 1)m < n  c0 + km, ce coût aurait donc été ⇥(n2).
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Complexité en temps

Remove-At-Rank :
I O(n) pour une opération individuelle, où n est le nombre de

composantes du vecteur
I ⇥(n2) pour n opérations de retrait en début de vecteur
I ⇥(n) pour n opérations de retrait en fin de vecteur

Remarque : Un tableau circulaire permettrait d’améliorer l’e�cacité
des opérations d’ajout et de retrait en début de vecteur.
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Séquence

Ensemble dynamique d’objets ordonnées combinant les propriétés
d’une liste et d’un vecteur, c’est-à-dire dont les objets sont
accessibles tant sur base de leur position absolue que relative

Interface :
I Toutes les opérations d’un vecteur
I Toutes les opérations d’une liste
I atRank(S , r) : retourne la position de l’élément possédant le rang r .
I rankOf(S , p) : retourne le rang de l’élément situé à la position p.

Implémentation à l’aide d’une liste doublement liée (laissée comme
exercice)

I atRank,rankOf, Elem-At-Rank, Remove-At-Rank,
Replace-At-Rank : O(n), où n est le nombre d’éléments
appartenant à la séquence.

I Autres opérations : O(1).

Structures de données 238



Plan

1. Introduction

2. Pile et file

3. Structures linéaires : Liste, vecteur, séquence

4. Arbres

5. File à priorité

6. Ensembles disjoints
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Type de données abstrait pour un arbre
Principe :

I Des données sont associées aux nœuds d’un arbre
I Les nœuds sont accessibles les uns par rapport aux autres selon leur

position dans l’arbre
Interface : Pour un arbre T et un nœud n

I Parent(T , n) : renvoie le parent d’un nœud n (signale une erreur si
n est la racine)

I isEmpty(T ) : renvoie vrai si l’arbre est vide
I Children(T , n) : renvoie une structure de données (ordonnée ou

non) contenant les fils du nœud n (exemple : une liste)
I isRoot(T , n) : renvoie vrai si n est la racine de l’arbre
I isInternal(T , n) : renvoie vrai si n est un nœud interne
I isExternal(T , n) : renvoie vrai si n est un nœud externe
I GetData(T , n) : renvoie les données associées au nœud n
I Root(T ) : renvoie le nœud racine de l’arbre
I Size(T ) : renvoie le nombre de nœuds de l’arbre
I Pour un arbre binaire (ordonné) :

I Left(T , n), Right(T , n) : renvoie les fils gauche et droit de n

I hasLeft(T , n), hasRight(T , n) : détermine si le nœud n possède
un fils respectivement gauche et droit.
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Exemples d’opération sur un arbre

Calcul de la profondeur d’un nœud

Depth-rec(T , n)

1 if isRoot(T , n)
2 return 0
3 return 1 + Depth-rec(T ,Parent(T , n))

Version itérative

Depth-iter(T , n)

1 d = 0
2 while not isRoot(T , n)
3 d = d + 1
4 n = Parent(T , n)
5 return d

Complexité en temps : O(n), où n est la taille de l’arbre (si les
opérations de l’interface sont O(1))
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Exemples d’opération sur un arbre

Calcul de la hauteur de l’arbre

Height(T , n)

1 if isExternal(T , n)
2 return 0
3 h = 0
4 for each n2 in Children(T , n)
5 h = max(h,Height(T , n2))
6 return h + 1

Complexité en temps : O(n), où n est la taille de l’arbre (si les
opérations de l’interface sont O(1))
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Implémentation d’un arbre binaire

Première solution : numérotation de niveaux

L’arbre est représenté par un vecteur (ou un tableau)

Chaque position dans l’arbre est associée à un rang particulier :
I La racine est en position 1
I Si un nœud est au rang r , son successeur gauche est au rang 2r , son

successeur droit au rang 2r + 1

Si l’arbre binaire n’est pas un arbre binaire complet, le vecteur
contiendra des trous (qu’il faudra pouvoir identifier)

Complexité en temps des opérations : O(1)

Complexité en espace : O(2n) pour un arbre de n nœuds (⇥(n) pour
un arbre binaire complet)

(Exercice : peut-on étendre à des arbres quelconques ?)
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Implémentation d’un arbre binaire
Deuxième solution : structure liée

Principe : on retient pour chaque nœud n de l’arbre :
I Un champ de données (n.data)
I Un pointeur vers son nœud parent (n.parent)
I Un pointeur vers ses fils gauche et droit (n. left et n.right)
I T .root pointe vers la racine de l’arbre

Complexité en temps des opérations : O(1)

Complexité en espace : ⇥(n) pour n nœuds

9 14 4

6

5 3

children parent nextchild

6

9 14 4

5 3

9 14

6

5 3

left parent right

6

9 14

5 3

T.root

T.root

(généralise la notion de liste liée)
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Implémentation d’un arbre quelconque

Première solution : structure liée

Comme pour un arbre binaire

Mais on remplace n. left et n.right par un pointeur n.children vers
un ensemble dynamique.

Le type d’ensemble dynamique (vecteur, liste, . . . ) dépendra des
opérations devant être e↵ectuées

Exemple avec une liste liée :

9 14 4

6

5 3

children parent nextchild

6

9 14 4

5 3

9 14

6

5 3

left parent right

6

9 14

5 3

T.root

T.root
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Implémentation d’un arbre quelconque
Deuxième approche : représenter l’arbre quelconque par un arbre binaire

Si le nœud n possède les fils n1, n2, . . . , np, avec p > 2, alors le
sous-arbre issu de n est représenté par une arbre binaire dont :

I n est la racine
I Le fils gauche est la racine du sous-arbre issu de n1

I Le fils droit est associé à une valeur distinguée “$”, et représente un
arbre dont la racine possède les fils n2, n3, . . . , np.

Illustration :

• Le fils gauche est la racine du sous-arbre issu de v1.

• Le fils droit est associé à “$”, et représente un arbre dont la racine
possède les fils v2, v3, . . . , vp.

Illustration :

0

2 31 4

5 7 86

0

1 $

2 $

6 3

7 8

45

�

Notes :

• L’espace mémoire nécessaire est O(n), où n est la taille de l’arbre
original.

• Le coût de l’opération parent n’est plus O(1) !

110

Complexité des opérations ?
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Parcours d’arbres (binaire)

Un parcours d’arbre est une façon d’ordonner les nœuds d’un arbre
afin de les parcourir

Di↵érents types de parcours :
I Parcours en profondeur :

I Infixe (en ordre)
I Préfixe (en préordre)
I Su�xe (en postordre)

I Parcours en largeur
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Parcours infixe

12-2 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

! Stored keys must satisfy the binary-search-tree property.
! If y is in left subtree of x, then y:key ! x:key.
! If y is in right subtree of x, then y:key " x:key.

Draw sample tree.
[This is Figure 12.1(a) from the text, using A, B , D, F , H , K in place of 2, 3, 5,
5, 7, 8, with alphabetic comparisons. It’s OK to have duplicate keys, though there
are none in this example. Show that the binary-search-tree property holds.]

A D

B

K

H

F

The binary-search-tree property allows us to print keys in a binary search tree in
order, recursively, using an algorithm called an inorder tree walk. Elements are
printed in monotonically increasing order.
How INORDER-TREE-WALK works:
! Check to make sure that x is not NIL.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s left subtree.
! Print x’s key.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s right subtree.

INORDER-TREE-WALK.x/

if x ¤ NIL
INORDER-TREE-WALK.x: left/
print keyŒx!
INORDER-TREE-WALK.x:right/

Example
Do the inorder tree walk on the example above, getting the output ABDFHK.

Correctness
Follows by induction directly from the binary-search-tree property.

Time
Intuitively, the walk takes ‚.n/ time for a tree with n nodes, because we visit and
print each node once. [Book has formal proof.]

) hA, B , D, F , H, K i

Parcours infixe (en ordre) : Chaque nœud est visité après son fils
gauche et avant son fils droit

Inorder-Tree-Walk(T , x)

1 if hasLeft(T , x)
2 Inorder-Tree-Walk(T ,Left(x))
3 print GetData(T , x)
4 if hasRight(T , x)
5 Inorder-Tree-Walk(T ,Right(x))
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Parcours préfixe

12-2 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

! Stored keys must satisfy the binary-search-tree property.
! If y is in left subtree of x, then y:key ! x:key.
! If y is in right subtree of x, then y:key " x:key.

Draw sample tree.
[This is Figure 12.1(a) from the text, using A, B , D, F , H , K in place of 2, 3, 5,
5, 7, 8, with alphabetic comparisons. It’s OK to have duplicate keys, though there
are none in this example. Show that the binary-search-tree property holds.]

A D

B

K

H

F

The binary-search-tree property allows us to print keys in a binary search tree in
order, recursively, using an algorithm called an inorder tree walk. Elements are
printed in monotonically increasing order.
How INORDER-TREE-WALK works:
! Check to make sure that x is not NIL.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s left subtree.
! Print x’s key.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s right subtree.

INORDER-TREE-WALK.x/

if x ¤ NIL
INORDER-TREE-WALK.x: left/
print keyŒx!
INORDER-TREE-WALK.x:right/

Example
Do the inorder tree walk on the example above, getting the output ABDFHK.

Correctness
Follows by induction directly from the binary-search-tree property.

Time
Intuitively, the walk takes ‚.n/ time for a tree with n nodes, because we visit and
print each node once. [Book has formal proof.]

) hF , B , A, D, H, K i

Parcours préfixe (en préordre) : chaque nœud est visité avant ses fils

Preorder-Tree-Walk(T , x)

1 print GetData(T , x)
2 if hasLeft(T , x)
3 Preorder-Tree-Walk(T ,Left(x))
4 if hasRight(T , x)
5 Preorder-Tree-Walk(T ,Right(x))
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Parcours postfixe

12-2 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

! Stored keys must satisfy the binary-search-tree property.
! If y is in left subtree of x, then y:key ! x:key.
! If y is in right subtree of x, then y:key " x:key.

Draw sample tree.
[This is Figure 12.1(a) from the text, using A, B , D, F , H , K in place of 2, 3, 5,
5, 7, 8, with alphabetic comparisons. It’s OK to have duplicate keys, though there
are none in this example. Show that the binary-search-tree property holds.]

A D

B

K

H

F

The binary-search-tree property allows us to print keys in a binary search tree in
order, recursively, using an algorithm called an inorder tree walk. Elements are
printed in monotonically increasing order.
How INORDER-TREE-WALK works:
! Check to make sure that x is not NIL.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s left subtree.
! Print x’s key.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s right subtree.

INORDER-TREE-WALK.x/

if x ¤ NIL
INORDER-TREE-WALK.x: left/
print keyŒx!
INORDER-TREE-WALK.x:right/

Example
Do the inorder tree walk on the example above, getting the output ABDFHK.

Correctness
Follows by induction directly from the binary-search-tree property.

Time
Intuitively, the walk takes ‚.n/ time for a tree with n nodes, because we visit and
print each node once. [Book has formal proof.]

) hA, D, B , K , H, F i

Parcours postfixe (en postordre) : chaque nœud est visité après ses
fils

Postorder-Tree-Walk(T , x)

1 if hasLeft(T , x)
2 Postorder-Tree-Walk(T ,Left(x))
3 if hasRight(T , x)
4 Postorder-Tree-Walk(T ,Right(x))
5 print GetData(T , x)
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Complexité des parcours

Tous les parcours en profondeur sont ⇥(n) en temps

Soit T (n) le nombre d’opérations pour un arbre avec n nœuds

On a T (n) = ⌦(n) (on doit au moins parcourir chaque nœud).

Etant donné la récurrence, on a :

T (n)  T (n
L

) + T (n � n
L

� 1) + d

où n
L

est le nombre de nœuds du sous-arbre à gauche et d une
constante

On peut prouver par induction que T (n)  (c + d)n + c où
c = T (0).

T (n) = ⌦(n) et T (n) = O(n) ) T (n) = ⇥(n)
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Parcours en largeur

Parcours en largeur : on visite le nœud le plus proche de la racine
qui n’a pas déjà été visité. Correspond à une visite des nœuds de
profondeur 1, puis 2, . . . .

Implémentation à l’aide d’une file en ⇥(n) (complexité en espace ?)

12-2 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

! Stored keys must satisfy the binary-search-tree property.
! If y is in left subtree of x, then y:key ! x:key.
! If y is in right subtree of x, then y:key " x:key.

Draw sample tree.
[This is Figure 12.1(a) from the text, using A, B , D, F , H , K in place of 2, 3, 5,
5, 7, 8, with alphabetic comparisons. It’s OK to have duplicate keys, though there
are none in this example. Show that the binary-search-tree property holds.]

A D

B

K

H

F

The binary-search-tree property allows us to print keys in a binary search tree in
order, recursively, using an algorithm called an inorder tree walk. Elements are
printed in monotonically increasing order.
How INORDER-TREE-WALK works:
! Check to make sure that x is not NIL.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s left subtree.
! Print x’s key.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s right subtree.

INORDER-TREE-WALK.x/

if x ¤ NIL
INORDER-TREE-WALK.x: left/
print keyŒx!
INORDER-TREE-WALK.x:right/

Example
Do the inorder tree walk on the example above, getting the output ABDFHK.

Correctness
Follows by induction directly from the binary-search-tree property.

Time
Intuitively, the walk takes ‚.n/ time for a tree with n nodes, because we visit and
print each node once. [Book has formal proof.]

) hF , B , H, A, D, K i
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Parcours en largeur

Parcours en largeur : on visite le nœud le plus proche de la racine
qui n’a pas déjà été visité. Correspond à une visite des nœuds de
profondeur 1, puis 2, . . . .
Implémentation à l’aide d’une file en ⇥(n) (complexité en espace ?)

12-2 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

! Stored keys must satisfy the binary-search-tree property.
! If y is in left subtree of x, then y:key ! x:key.
! If y is in right subtree of x, then y:key " x:key.

Draw sample tree.
[This is Figure 12.1(a) from the text, using A, B , D, F , H , K in place of 2, 3, 5,
5, 7, 8, with alphabetic comparisons. It’s OK to have duplicate keys, though there
are none in this example. Show that the binary-search-tree property holds.]

A D

B

K

H

F

The binary-search-tree property allows us to print keys in a binary search tree in
order, recursively, using an algorithm called an inorder tree walk. Elements are
printed in monotonically increasing order.
How INORDER-TREE-WALK works:
! Check to make sure that x is not NIL.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s left subtree.
! Print x’s key.
! Recursively, print the keys of the nodes in x’s right subtree.

INORDER-TREE-WALK.x/

if x ¤ NIL
INORDER-TREE-WALK.x: left/
print keyŒx!
INORDER-TREE-WALK.x:right/

Example
Do the inorder tree walk on the example above, getting the output ABDFHK.

Correctness
Follows by induction directly from the binary-search-tree property.

Time
Intuitively, the walk takes ‚.n/ time for a tree with n nodes, because we visit and
print each node once. [Book has formal proof.]

) hF , B , H, A, D, K i

Breadth-Tree-Walk(T )

1 Q =”Empty queue”
2 if not isEmpty(T )
3 Enqueue(Q,root(T ))
4 while not Queue-Empty(Q)
5 y = Dequeue(Q)
6 print GetData(T , y)
7 if hasLeft(T , y)
8 Enqueue(Q, left(y))
9 if hasRight(T , y)

10 Enqueue(Q,right(y))

(Exercice : Implémenter les parcours en profondeur de manière non récursive)

Structures de données 252



Plan

1. Introduction

2. Pile et file

3. Structures linéaires : Liste, vecteur, séquence

4. Arbres

5. File à priorité

6. Ensembles disjoints
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File à priorité

Ensemble dynamique d’objets classés par ordre de priorité
I Permet d’extraire un objet possédant la plus grande priorité
I En pratique, on représente les priorités par les clés
I Suppose un ordre total défini sur les clés

Interface :
I Insert(S , x) : insère l’élément x dans S .
I Maximum(S) : renvoie l’élément de S avec la plus grande clé.
I Extract-Max(S) : supprime et renvoie l’élément de S avec la plus

grande clé.

Remarques :
I Extraire l’élément de clé maximale ou minimale sont des problèmes

équivalents
I La file FIFO est une file à priorité où la clé correspond à l’ordre

d’arrivée des élements.

Application : gestion des jobs sur un ordinateur partagé
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Implémentations

Implémentation à l’aide d’un tableau statique
I Q est un tableau statique de taille fixée Q. length.
I Les éléments de Q sont triés par ordre croissant de clés. Q.top pointe

vers le dernier élément.
I Complexité en temps : extraction en O(1) et insertion en O(n) où n

est la taille de la file
I Complexité en espace : O(1)

Implémentation à l’aide d’une liste liée
I Q est une liste liée où les éléments sont triés par ordre décroissant de

clés
I Complexité en temps : extraction en O(1) et insertion en O(n) où n

est la taille de la file
I Complexité en espace : O(n)

Peut-on faire mieux ?

Exercice : comment obtenir O(1) pour l’insertion et O(n) pour
l’extraction ?

Structures de données 255



Implémentation à l’aide d’un tas

La file est implémentée à l’aide d’un tas(-max) (voir slide 192)

Accès et extraction du maximum :

Heap-Maximum(A)

1 return A[1]

Heap-Extract-Max(A)

1 if A.heap-size < 1
2 error “heap underflow”
3 max = A[1]
4 A[1] = A[A.heap-size]
5 A.heap-size = A.heap-size � 1
6 Max-heapify(A, 1) // reconstruit le tas
7 return max

Complexité : O(1) et O(log n) respectivement (voir chapitre 3)
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Implémentation à l’aide d’un tas

6-2 Lecture Notes for Chapter 6: Heapsort

Example
Of a max-heap. [Arcs above and below the array on the right go between parents
and children. There is no significance to whether an arc is drawn above or below
the array.]

16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10

16

14 10

8 7 9 3

2 4 1

Heap property

! For max-heaps (largest element at root), max-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! ! AŒi !.

! For min-heaps (smallest element at root), min-heap property: for all nodes i ,
excluding the root, AŒPARENT.i/! " AŒi !.

By induction and transitivity of ", the max-heap property guarantees that the max-
imum element of a max-heap is at the root. Similar argument for min-heaps.
The heapsort algorithm we’ll show uses max-heaps.
Note: In general, heaps can be k-ary tree instead of binary.

Maintaining the heap property

MAX-HEAPIFY is important for manipulating max-heaps. It is used to maintain
the max-heap property.
! Before MAX-HEAPIFY, AŒi ! may be smaller than its children.
! Assume left and right subtrees of i are max-heaps.
! After MAX-HEAPIFY, subtree rooted at i is a max-heap.

MAX-HEAPIFY.A; i; n/

l D LEFT.i/
r D RIGHT.i/
if l " n and AŒl ! > AŒi !

largest D l
else largest D i
if r " n and AŒr ! > AŒlargest!

largest D r
if largest ¤ i

exchange AŒi ! with AŒlargest!
MAX-HEAPIFY.A; largest; n/
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Implémentation à l’aide d’un tas : insertion

Increase-Key(S , x , k) augmente la valeur de la clé de x à k (on
suppose que k � à la valeur courante de la clé de x).

Heap-Increase-Key(A, i , key)

1 if key < A[i ]
2 error “new key is smaller than current key”
3 A[i ] = key
4 while i > 1 and A[Parent(i)] < A[i ]
5 swap(A[i ], A[Parent(i)])
6 i = Parent(i)

Complexité : O(log n) (la longueur de la branche de la racine à i
étant O(log n) pour un tas de taille n).
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Implémentation à l’aide d’un tas : insertion

Pour insérer un élément avec une clé key :
I l’insérer à la dernière position sur le tas avec une clé �1,
I augmenter sa clé de �1 à key en utilisant la procédure précédente

Heap-Insert(A, key)

1 A.heap-size = A.heap-size + 1
2 A[A.heap-size] = �1
3 Heap-Increase-Key(A, A.heap-size, key)

Complexité : O(log n).

) Implémentation d’une file à priorité par un tas : O(log n) pour
l’extraction et l’insertion.
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Plan

1. Introduction

2. Pile et file

3. Structures linéaires : Liste, vecteur, séquence

4. Arbres

5. File à priorité

6. Ensembles disjoints
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Ensembles disjoints (“Union-Find”)

Structure de données qui maintient à jour une collection
S = {S1, S2, . . . , S

k

} d’ensembles dynamiques disjoints.

Chaque ensemble est identifié par un représentant, qui est un
élément quelconque de l’ensemble.

Interface :
I Make-Set(D, x) : crée un nouvel ensemble dont le seul membre, et

donc représentant, est x . x ne doit pas déjà appartenir à un autre
ensemble.

I Union(D, x , y) : réunit les ensembles dynamiques qui contiennent x
et y . x et y doivent appartenir à des ensembles di↵érents avant
l’union.

I Find(D, x) : Renvoie un pointeur sur le représentant de l’ensemble
(unique) contenant x . Chaque appel doit renvoyer le même
représentant tant que la structure n’est pas modifiée.
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Application
Calcul des composantes connexes d’un graphe

Connected-components(G )

1 D =”Empty disjoint set”
2 for each vertex v 2 G .V
3 Make-Set(D, v)
4 for each edge (u, v) 2 G .E
5 if Find-Set(D, u) 6= Find-Set(D, v)
6 Union(D, u, v)

Same-component(u, v)

1 if Find-Set(D, u) == Find-Set(D, v)
2 return true
3 else return False

21.1 Disjoint-set operations 563

a b

c d

e f

g

h

i

j

Edge processed
initial sets

(b,d)
(e,g)
(a,c)
(h,i)
(a,b)
(e, f )
(b,c)

{a,b,c,d}
{a,b,c,d}
{a,c}
{a,c}
{a}
{a}
{a}

{a,b,c,d}

{b,d}
{b,d}
{b,d}
{b,d}
{b}

{c}
{c}
{c} {d}

{e, f,g}
{e, f,g}
{e,g}
{e,g}
{e,g}
{e,g}
{e}
{e} {f}

{f}
{f}
{f}
{f}
{f}

{g}
{g}

{h,i}
{h,i}
{h,i}
{h,i}
{h}
{h}
{h}
{h} {i}

{i}
{i}
{i}

{j}
{j}
{j}
{j}
{j}
{j}
{j}
{j}

Collection of disjoint sets

(a)

(b)

Figure 21.1 (a) A graph with four connected components: fa; b; c; dg, fe; f; gg, fh; ig, and fj g.
(b) The collection of disjoint sets after processing each edge.

CONNECTED-COMPONENTS.G/

1 for each vertex ! 2 G:V
2 MAKE-SET.!/
3 for each edge .u; !/ 2 G:E
4 if FIND-SET.u/ ¤ FIND-SET.!/
5 UNION.u; !/

SAME-COMPONENT.u; !/

1 if FIND-SET.u/ == FIND-SET.!/
2 return TRUE
3 else return FALSE

The procedure CONNECTED-COMPONENTS initially places each vertex ! in its
own set. Then, for each edge .u; !/, it unites the sets containing u and !. By
Exercise 21.1-2, after processing all the edges, two vertices are in the same con-
nected component if and only if the corresponding objects are in the same set.
Thus, CONNECTED-COMPONENTS computes sets in such a way that the proce-
dure SAME-COMPONENT can determine whether two vertices are in the same con-

S = {{a, b, c , d}, {e, f , g}, {h, i}, {j}}
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Implémentation par une liste liée

Chaque ensemble est représenté par une liste liée dont le représentant est
le premier objet

Une sentinelle pour chaque ensemble contient un pointeur vers le début de
la liste (head) et un pointeur vers la fin (tail)

Chaque objet de la liste contient un élément de l’ensemble, un pointeur sur
l’objet contenant l’élément suivant, et un pointeur sur le représentant de
l’ensemble.21.2 Linked-list representation of disjoint sets 565

f g d c h e b

(a)

(b)
head

tail
S1

c h e
head

tail
S2

bf g d
head

tail
S1

Figure 21.2 (a) Linked-list representations of two sets. Set S1 contains members d , f , and g, with
representative f , and set S2 contains members b, c, e, and h, with representative c. Each object in
the list contains a set member, a pointer to the next object in the list, and a pointer back to the set
object. Each set object has pointers head and tail to the first and last objects, respectively. (b) The
result of UNION.g; e/, which appends the linked list containing e to the linked list containing g. The
representative of the resulting set is f . The set object for e’s list, S2, is destroyed.

A simple implementation of union
The simplest implementation of the UNION operation using the linked-list set rep-
resentation takes significantly more time than MAKE-SET or FIND-SET. As Fig-
ure 21.2(b) shows, we perform UNION.x; y/ by appending y’s list onto the end
of x’s list. The representative of x’s list becomes the representative of the resulting
set. We use the tail pointer for x’s list to quickly find where to append y’s list. Be-
cause all members of y’s list join x’s list, we can destroy the set object for y’s list.
Unfortunately, we must update the pointer to the set object for each object origi-
nally on y’s list, which takes time linear in the length of y’s list. In Figure 21.2, for
example, the operation UNION.g; e/ causes pointers to be updated in the objects
for b, c, e, and h.

In fact, we can easily construct a sequence of m operations on n objects that
requires ‚.n2/ time. Suppose that we have objects x1; x2; : : : ; xn. We execute
the sequence of n MAKE-SET operations followed by n ! 1 UNION operations
shown in Figure 21.3, so that m D 2n ! 1. We spend ‚.n/ time performing the n
MAKE-SET operations. Because the i th UNION operation updates i objects, the
total number of objects updated by all n ! 1 UNION operations is

Make-Set : crée une nouvelle liste contenant seulement x .

Find : Suit le pointeur vers la sentinelle et puis renvoie le premier élément.

O(1) pour les deux fonctions
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Union : implémentation näıve

On fusionne les listes contenant x et y :
I On concatène la liste de y à la suite de la liste x
I Nécessite de mettre à jour les pointeurs vers la sentinelle pour tous

les éléments de la liste de y
I Complexité linéaire en fonction de la taille de la liste contenant y
I ⇥(n) dans le pire cas si n appels à Make-Set ont précédé

Analyse de complexité pour m opérations :
I Supposons

I
m opérations (Make-Set, Find, ou Union)

I
n appels à Make-Set (et donc n � 1 appels à Union au plus)

I Les n premières opérations sont des appels à Make-Set (pour
simplifier l’analyse mais pas nécessaire)

I Complexité au pire cas en fonction de m et n ?
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Pire cas

En ignorant les appels à Find :

Opération Nombre d’objets mis à jour
Make-Set(x1) 1
Make-Set(x1) 1
...

...
Make-Set(x

n

) 1
Union(x2, x1) 1
Union(x3, x2) 2
Union(x4, x3) 3
...

...
Union(x

n

, x
n�1) n � 1

Nombre de mises à jour d’objets : n +
P

n�1
i=1 i ) ⇥(n2) () coût amorti

par opération : ⇥(n))

En intercalant m � 2n � 1 appels à find (O(1)), on obtient ⇥(m + n2)
pour le pire cas.
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Union pondérée

Version plus e�cace :

On maintient la taille de chaque liste dans la sentinelle

A chaque appel à Union, on attache la liste la plus courte à la fin
de la plus longue

Complexité linéaire en fonction de la taille de la liste la plus courte

Toujours ⇥(n) dans le pire cas si n appels à Make-Set ont précédé

Analyse pour m opérations (dont n Make-Set) :

Meilleur cas correspond au pire cas de l’approche näıve : ⇥(m + n)

Pire cas ?
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Borne supérieure sur le pire cas de l’union pondérée
Montrons que le pire cas est O(m + n log n)

Soit un objet x , combien de fois son pointeur vers la sentinelle
sera-t-il mis à jour au plus ?

I Quand il est mis à jour, la liste à laquelle il appartient est la plus
courte des deux qui sont fusionnées

I La taille de sa liste est donc au moins doublée
I Si k mises à jour ont lieu, on doit donc avoir 2k  n ) k  log(n)

Pour n éléments, les n � 1 opérations d’union demandent donc un
temps O(n log(n)).

Pour m opérations au total : O(m + n log(n))

(Exercice : Montrez que le pire correspond à fusionner à chaque étape les
deux ensembles les plus petits)

Note : Il existe une implémentation à base d’arbres qui est O(m · ↵(n))
avec ↵(n) un fonction de croissante très lente en fonction de n
(↵(1080) = 4).
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Ce qu’on a vu

Quelques structures de données classiques et di↵érentes
implémentations pour chacune d’elles

I Liste, files simples, doubles et à priorité
I Listes, vecteurs, séquences
I Arbres
I Ensembles disjoints

Analyse amortie pour un vecteur
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Ce qu’on n’a pas vu

Notion d’itérateur

Tas binomial : alternative au tas binaire qui permet la fusion rapide
de deux tas

Evolution dynamique de la taille d’un tas (analyse amortie)

Implémentation à base d’arbres d’une structure d’ensembles disjoints

. . .

Structures de données 269


	Introduction
	Algorithms + Data structures = Programs (Niklaus Wirth)
	Rappel sur la récursivité

	Outils d'analyse
	Correction d'algorithmes
	Introduction
	Algorithmes itératifs
	Algorithmes récursifs

	Complexité algorithmique
	Introduction
	Notations asymptotiques
	Complexité d'algorithmes et de problèmes
	Complexité d'algorithmes itératifs
	Complexité d'algorithmes récursifs

	Résolution de sommations et de récurrences
	Sommation
	Récurrences


	Algorithmes de tri
	Algorithmes de tri
	Tri rapide
	Tri par tas
	Introduction aux arbres
	Tas
	Tri par tas

	Synthèse

	Structures de données
	Introduction
	Pile et file
	Structures linéaires: Liste, vecteur, séquence
	Arbres
	File à priorité
	Ensembles disjoints


