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Objectifs du cours

Introduction a I'étude systématique des algorithmes et des structures de
données

Deux objectifs :
m Vous fournir une boite a outils contenant :

» Des structures de données permettant d'organiser et d'accéder
efficacement aux données

> Les algorithmes les plus populaires

» Des méthodes génériques pour la modélisation, I'analyse et la
résolution de problémes algorithmiques

m Vous former a la résolution de problemes algorithmiques nouveaux
en vous basant sur cette boite a outils

On insistera sur la généralité des algorithmes et structures de données et
on les étudiera de maniére formelle

Les projets visent a vous familiariser a la résolution de problemes

Contact

m Chargé de cours :
> Pierre Geurts, p.geurts@ulg.ac.be, 1141 Montefiore, 04/3664815
m Assistants :

» Jean-Michel Begon, jm.begon@ulg.ac.be, R73 Montefiore,
04/3662972
» Romain Mormont, Montefiore

m Site web du cours :
> http://www.montefiore.ulg.ac.be/~geurts/pa.html

Dans votre cursus
Pré-requis :

m Introduction a la programmation (INFO0946) : premier pas avec le c et
I'algorithmique

m Compléments de programmation (INFO0947) : construction formelle de
programmes, récursivité, types de données abstraits, et premieres
structures avancées

Co-requis :

m Théorie des graphes (MATHO0499) : algorithmique sur les graphes

Apres cela :

m Techniques de programmation (INFO0027) : approfondissement sur les
techniques de résolution de problémes et les structures de données,
programmation paralléle.

m Programmation orienté-objet (INFO0067)
m Programmation fonctionnelle (INFO0054)



Organisation du cours

m Cours théoriques :

» Les vendredis de 13h30 a 15h30, 2.93, Batiment B28 (Institut
Montefiore).
» 10-12 cours

m Répétitions :
» Certains vendredis de 15h30 a 17h30, 2.93, Batiment B28 (Institut
Montefiore).
» Exercices portant sur la matiére théorique + debriefing des projets

m Projets (sujet a modifications) :
» Trois projets tout au long de I'année, de difficulté croissante

» Les deux premiers individuels, le troisieme en binéme
» En C

Notes de cours

m Transparents disponibles sur la page web du cours.
m Pas de livre de référence obligatoire mais le cours se base fortement
sur I'ouvrage suivant :

> Introduction to algorithms, Cormen, Leiserson, Rivest, Stein,
MIT press, Third edition, 2009.

> http://mitpress.mit.edu/algorithms/
m Autres références :
> Algorithms, Sedgewick and Wayne, Addison Wesley, Fourth edition,
2011.
> http://algs4.cs.princeton.edu/home/
» Data structures and algorithms in Java, Goodrich and Tamassia, Fifth
edition, 2010.
> http://ww0.javad.datastructures.net/
» Algorithms, Dasgupta, Papadimitriou, and Vazirani, McGraw-Hill,
2006.
> http://cseweb.ucsd.edu/users/dasgupta/book/index.html
> http://www.cs.berkeley.edu/~vazirani/algorithms/all.pdf

Evaluation

m Premiére session :
» Projets : 30%
» Examen écrit : 70%
> La réalisation des projets est obligatoire pour pouvoir accéder a
|'examen écrit.

m Deuxiéme session :

» La cote des projets peut &tre reportée en seconde session (pour 10%
ou 30%, au choix)

» Un projet de rattrapage est proposé. Il est obligatoire si les projets
n'ont pas été faits pendant I'année, facultatif sinon. S'il est réalisé, il
intervient pour 10% de la cote finale.

» Examen écrit : 90% ou 70%, en fonction des projets.

Cours sur le web

Ce cours s'inspire également de plusieurs cours disponibles sur le web :

m Antonio Carzaniga, Faculty of Informatics, University of Lugano
» http://www.inf.usi.ch/carzaniga/edu/algo/index.html

m Marc Gaetano, Polytechnique, Nice-Sophia Antipolis
> http://users.polytech.unice.fr/~gaetano/asd/

m Robert Sedgewick, Princeton University
» http://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spr10/

cos226/lectures.html
m Charles Leiserson and Erik Demaine, MIT.

> http://ocw.mit.edu/courses/
electrical-engineering-and-computer-science/
6-046j-introduction-to-algorithms-sma-5503-fall-2005/
index.htm

m Le cours de 2009-2010 de Bernard Boigelot



Contenu du cours

Partie 1: Introduction
Partie 2 Outils d’analyse P :

artie 1
Partie 3:  Algorithmes de tri
Partie 4:  Structures de données .
Partie 5: Dictionnaires IntI’OdUCtIOI’]

Partie 6:  Résolution de problemes

Plan Algorithmes

m Un algorithme est une suite finie et non-ambigué d’opérations ou
d’instructions permettant de résoudre un probléme

m Provient du nom du mathématicien persan Al-Khawarizmi (+820),
1. Algorithms + Data structures = Programs (Niklaus Wirth) le pére de I'algebre

m Un probléme algorithmique est souvent formulé comme la
transformation d'un ensemble de valeurs, d’entrée, en un nouvel

, C, ensemble de valeurs, de sortie.
2. Rappel sur la récursivité , .
m Exemples d’algorithmes :

» Une recette de cuisine (ingrédients — plat préparé)

La recherche dans un dictionnaire (mot — définition)
La division entiére (deux entiers — leur quotient)

Le tri d'une séquence (séquence — séquence ordonnée)

v vy



Algorithmes

m On étudiera essentiellement les algorithmes corrects.

» Un algorithme est (totalement) correct lorsque pour chaque instance,
il se termine en produisant la bonne sortie.

> |l existe également des algorithmes partiellement corrects dont la
terminaison n'est pas assurée mais qui fournissent la bonne sortie
lorsqu'ils se terminent.

> |l existe également des algorithmes approximatifs qui fournissent une
sortie inexacte mais néanmoins proche de |'optimum.

m Les algorithmes seront évalués en termes d'utilisation de ressources,
essentiellement par rapport aux temps de calcul mais aussi a
I'utilisation de la mémoaire.

Exemple : le tri

m Le probléeme de tri :
» Entrée : une séquence de n nombres (a;, a, ..., a,)
» Sortie : une permutation de la séquence de départ (a}, a}, ..., a))
telle que ) < a) <...< 4

m Exemple :
» Entrée : (31,41,59,26,41,58)
> Sortie : (26,31,41,41,58,59)

Algorithmes

Un algorithme peut étre spécifié de différentes manieres :
m en langage naturel,
m graphiquement,
m en pseudo-code,
m par un programme écrit dans un langage informatique
[

La seule condition est que la description soit précise.

Tri par insertion

Description en langage naturel :
On parcourt la séquence de gauche a droite

Pour chaque élément a; :
m On l'insére a sa position dans une nouvelle séquence ordonnée
contenant les éléments le précédant dans la séquence.
On s'arréte dés que le dernier élément a été inséré a sa place dans la
séquence.



Tri par insertion

Insertion sort

Description en pseudo-code (sur des tableaux d'entiers) :

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 2 to A.length

2

O ~NO O bW

key = A[j]

/ Insert A[j] into the sorted sequence A[l..j —1].

i=j—1

while / > 0 and A[i] > key
Ali +1] = Al[f]
i=i—1

Ali + 1] = key

Tri par insertion

Description en C (sur des tableaux d'entiers) :

void InsertionSort (int *a, int length) {
int key, 1i;
for(int j = 1; j < length; j++) {

key = aljl;
/* Insert al[j] into the sorted sequence a[0
i=j-1;

while (i>=0 && ali]l>key) {
ali+1] = a[il;
i=1i-1;

}

ali+1] = key;

Pseudo-code

Objectifs :

L. j-11 %/

m Décrire les algorithmes de maniere a ce qu'ils soient compris par des

humains.

m Rendre la description indépendante de I'implémentation

m S'affranchir de détails tels que la gestion d'erreurs, les déclarations

de type, etc.

Tres proche du C (langage procédural plutét qu’orienté objet)

Peut contenir certaines instructions en langage naturel si nécessaire



Pseudo-code

Quelques reégles

m Structures de blocs indiquées par I'indentation

Boucles (for, while, repeat ) et conditions (if, else, elseif) comme
en C.

Le compteur de boucle garde sa valeur a la sortie de la boucle

En sortie d'un for, le compteur a la valeur de la borne max+1.
i=1
for i = 1 to Max while / < Max
Code < Code
i=i+1

Commentaires indiqués par /

Affectation (=) et test d'égalité (==) comme en C.

Trois questions récurrentes face a un algorithme

1. Mon algorithme est-il correct, se termine-t-il 7
2. Quelle est sa vitesse d'exécution ?

3. Y-a-t'il moyen de faire mieux?

Exemple du tri par insertion
1. Oui — technique des invariants (INFO0947 et partie 2)
2. O(n?) — analyse de complexité (partie 2)
3. Oui — il existe un algorithme O(nlog n) (partie 1)

Pseudo-code

m Les variables (i, j et key par exemple) sont locales a la fonction.

m A[/] désigne I'élément i du tableau A. A[i..j] désigne un intervalle de
valeurs dans un tableau. A.length est la taille du tableau.

m L'indexation des tableaux commence a 1.

m Les types de données composés sont organisés en objets, qui sont
composés d’attributs. On accéde a la valeur de I'attribut attr pour
un objet x par x.attr.

m Un variable représentant un tableau ou un objet est considérée
comme un pointeur vers ce tableau ou cet objet.

m Parametres passés par valeur comme en C (mais tableaux et objets
sont passés par pointeur).

Correction de INSERTION-SORT

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 2 to A.length

2 key = Alj]

3 i=j—1

4 while / > 0 and A[i] > key
5 Ali + 1] = A[f]

6 i=i—-1

7 Ali + 1] = key

m Invariant : (pour la boucle externe) le sous-tableau A[1..j — 1]
contient les éléments du tableau original A[1..j — 1] ordonnés.
m On doit montrer que
> |'invariant est vrai avant la premiere itération
> |'invariant est vrai avant chaque itération suivante
» En sortie de boucle, I'invariant implique que I'algorithme est correct



Correction de INSERTION-SORT Complexité de INSERTION-SORT

INSERTION-SORT(A)
m Avant la premiére itération : 1 for j = 2 to A.length

» j =2 = A[l] est trivialement ordonné. 2 key = A[j]
3 i=j—1
m Avant la jéme itération : 4 while i > 0 and A[i] > key
> Informellement, la boucle interne déplace A[j — 1], A[j — 2], 5 Ali + 1] = A[f]
A[j — 3] ... d'une position vers la droite jusqu'a la bonne position 6 i=i—1
pour key (A[/])- 7 Ali +1] = key

m En sortie de boucle :

> A la sortie de boucle, j = A.length + 1. L'invariant implique que m Nombre de comparaisons T(n) pour trier un tableau de taille n?
A[l..A.length] est ordonné. m Dans le pire des cas :

» La boucle for est exécutée n — 1 fois (n = A.length).
» La boucle while est exécutée j — 1 fois

Complexité de INSERTION-SORT Structures de données

m Le nombre de comparaisons est borné par :

Méthode pour stocker et organiser les données pour en faciliter
I'acces et la modification

T(n)<) (i-1)

m Une structure de données regroupe :

j=2 . s
> un certain nombre de données a gérer, et
m Puisque Y7 ;i=n(n+1)/2, ona: > un ensemble d operatl.ons ;')ouvant étre appliquées a ces données
m Dans la plupart des cas, il existe
n(n—1 > i i 5 4
T(n) < ( ) plusieurs maniéres de représenter les données et

> différents algorithmes de manipulation.

On distingue généralement I'interface des structures de leur

m Finalement, T(n) = O(n?) implémentation

(borne inférieure 7)



Types de données abstraits

m Un type de données abstrait (TDA) représente I'interface d'une
structure de données.
m Un TDA spécifie précisément :
> la nature et les propriétés des données
> les modalités d'utilisation des opérations pouvant étre effectuées
m En général, un TDA admet différentes implémentations (plusieurs
représentations possibles des données, plusieurs algorithmes pour les
opérations).

Structures de données et algorithmes en pratique

m La résolution de probléme algorithmiques requiert presque toujours
la combinaison de structures de données et d'algorithmes
sophistiqués pour la gestion et la recherche dans ces structures.

m D’autant plus vrai qu’on a a traiter des volumes de données
importants.

m Quelques exemples de problemes réels :

» Routage dans les réseaux informatiques
» Moteurs de recherche
» Alignement de séquences ADN en bio-informatique

Exemple : file a priorités

m Données gérées : des objets avec comme attributs :

> une clé, munie d'un opérateur de comparaison selon un ordre total
» une valeur quelconque

m Opérations :
» Création d'une file vide
» INSERT(S, x) : insére I'élément x dans la file S.
» EXTRACT-MAX(S) : retire et renvoie |'élément de S avec la clé |a
plus grande.

m Il existe de nombreuses fagcons d'implémenter ce TDA :
Tableau non trié;

> Liste triée;

» Structure de tas;

>

v

Chacune mene a des complexités différentes des opérations INSERT
et EXTRACT-MAX

Un exemple (B. Boigelot)

m Un laboratoire de génie génétique désire développer un programme
capable de repérer des répétitions de longueur M dans une séquence
de nucléotides S de longueur N (avec N >> M) :

ACTGCGACGGTACGCTT CGACTTAG...(M = 4)

m Premiére approche :

» Un indice j variantde2a N - M +1
» Un indice j variantde 1 a i —1
» Pour tout k € [0,..., M — 1], on teste si S[i + k] = S[j + k].

m Efficacité : le nombre de comparaisons a effectuer est égal a :

M(N — M+ 1)(N — M)

2
4,510 pour N =3-10° et M = 1000
143.000 ans au rythme de 10° opérations/s.

M-(1+2+...+(N— M)

Q



Une meilleure solution Efficacité

1. On construit une table 83 N — M + 1 lignes et M colonnes dont la m Construction de la table : M(N — M + 1) opérations de copie.
k-eme ligne contient la sous-séquence de longueur M commencant a m Tri par ordre lexicographique (algorithme de tri rapide, voir partie
la position k dans S : 3):
8 . .

ACTG < =NIn N opérations de comparaison en moyenne

CTGC 3

TGCG m Détection de lignes consécutives :

GCGA

CGAC

4
< §(N — M) opérations de comparaison en moyenne

2. On trie les lignes de cette table par ordre lexicographique; En supposant des colfits identiques pour toutes les opérations, on obtient :
3. On parcourt la table triée afin de déterminer si elle contient deux 8 4 1
lignes consécutives identiques N(M + 3 In N+ 5) - M(M + 5)

~ 3,179.10%2 opérations pour N = 3.10° et M = 1000.

Note : Lors de la comparaison de deux lignes, on s’arréte a la premiere 53 minutes au rythme de 10° opérations//s.

différence (= moins de 4/3 comparaisons en moyenne).

Q

Remarques Plan

m Utiliser un ordinateur plus puissant ne permet généralement pas de
résoudre les problemes d’efficacité !
Avec un ordinateur 1000 fois plus puissant : 143 ans pour la 1. Algorithms + Data structures = Programs (Niklaus Wirth)
premiere approche, 3,2s pour la deuxieme.

m La deuxieme solution est plus rapide mais elle est tres gourmande en

espace mémoire (M fois plus que la premiére!) s R | I ré itg
. Rappel sur la récursivité

m Exercice pour plus tard : proposez une solution plus efficace encore
en utilisant les structures de données vues au cours.



Algorithmes récursifs

Un algorithme est récursif s'il s'invoque lui-méme directement ou

indirectement.
Motivation : Simplicité d'expression de certains algorithmes

Exemple : Fonction factorielle :

L sin=0
1l n-(n=1)! sin>0

FACTORIAL(n)
1 ifn==0
2 return 1

3 return n- FACTORIAL(n — 1)

Exemple de récursion multiple

Calcul du niéme nombre de Fibonacci :

Fo = 0
R =1
Yn>2:F, = Fopo+Fyp1
Algorithme :
F1BoNAcCCI(n)
1 ifn<l1
2 return n

3 return FiBoNAccCI(n — 2) + FiBoNAccI(n — 1)

Algorithmes récursifs

FACTORIAL(n)
1 if n==
2 return 1

3 return n- FACTORIAL(n — 1)

Regles pour développer une solution récursive :

m On doit définir un cas de base (n == 0)
m On doit diminuer la “taille” du probléeme a chaque étape (n — n—1)

m Quand les appels récursifs se partagent la méme structure de
données, les sous-problemes ne doivent pas se superposer (pour
éviter les effets de bord)

Exemple de récursion multiple

F1BoNACCI(n)
1 ifn<1
2 return n

3 return FiBoNAcci(n — 2) + FiBoNacci(n — 1)

1. L'algorithme est-il correct ?
2. Quelle est sa vitesse d'exécution ?

3. Y-a-t'il moyen de faire mieux?



Exemple de récursion multiple Vitesse d'exécution

m Nombre d'opérations pour calculer FIBONACCI(n) en fonction de n
m Empiriquement :

FiBoNAcci(n)
1 ifn<l1 60
2 return n 50
3 return FiBoNAcCCI(n — 2) + F1BONAccCI(n — 1) _
B 40
o
3
o 30
1. L'algorithme est correct ? }E',’
» Clairement, I'algorithme est correct. = 20
» En général, la correction d'un algorithme récursif se démontre par 10
induction.
2. Quelle est sa vitesse d'exécution ? 0 40 4‘5 50
3. Y-a-t'il moyen de faire mieux? n
(Carzaniga)
m Toutes les implémentations atteignent leur limite, plus ou moins loin
Trace d'exécution Complexité
F1BoNAccCI(n)
1 ifn<l
2 return n

fibonaccil (k)

3 return FiBoNAccCI(n — 2) + FiBoNAccI(n — 1)

[fibonaccil(k—4)] [fibonaccil(k—:‘l)] [fibonaccil(k-—3)} [fibonaccil(k—?)] = E‘Oit T(n) |e( n)ombre d'opérations de base pour calculer
IBONACCI(n) :

TO) = 2,T(1)=2

(Boigelot) T(n) = T(n-1)+T(n—-2)+2

m On a donc T(n) > F, (= le néme nombre de Fibonacci).



Complexité Solution itérative

m Comment croit F, avec n?

T(n)>Fy=Fo1+Fy2 FIBONACCI-ITER(n)

Puisque F, > F,_1 > F,_»>...,ona: 1 ifn<l1
2 return n
n 2)"
o 2y 0 > 20F,4) 2 202(2F, ) = 281 = D) 3 else
si n > 2 est pair et 4 ey = 0
5 prev =1
n—1 2)" 2)" i =
Fo> 2y o > 22F,4) > 2022F o)) = 27 F = V2 (V2) 6 LR
V2 2 7 f = prev + pprev
si n > 1 est impair. 8 pprev = prev
Et donc 9 prev = f
(vV2)" _(14)" 10 return f
T(n)>+—"~-——
2 2
m T (n) croit exponentiellement avec n (programmation dynamique : voir partie 6)
m Peut-on faire mieux?
Vitesse d'exécution Tri par fusion
Idée d'un tri basé sur la récursion :
Complexité : O(n) m on sépare le tableau en deux sous-tableaux de la méme taille
m on trie (récursivement) chacun des sous-tableaux
60 Ruby m on fusionne les deux sous-tableaux triés en maintenant |'ordre
50 | siﬁéhrﬂg ] Le cas de base correspond a un tableau d'un seul élément.
— C —
-§ 40 | C-wiz .
8 C{g‘éﬁ - MERGE-SORT(A, p, r)
% 30 r PythonSmart == ]| 1 ifp<r
+
E 20 . 2 q= 5]
3 MERGE-SORT(A, p, q)
10 | .
4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
0 ‘ ' : ‘ 5 MERGE(A, p, q, r)
0 20 40 60 80 100

Appel initial : MERGE-SORT(A, 1, A.length)
(Carzaniga)

Exemple d'application du principe général de “diviser pour régner”



Tri par fusion : illustration Fonction MERGE

sorted array
! ‘2 ‘ 2 ‘ 3‘4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 m Entrée : tableau A et indice p, g, r tels que :

merge » p < q < r (pas de tableaux vides)
> Les sous-tableaux A[p..q] et A[g+ 1..r] sont ordonnés

2 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 711 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 6 m Sortie : Les deux sous-tableaux sont fusionnés en un seul

sous-tableau ordonné dans A[p..r]
WA

Idée :
254 7)1 [3]2]6 e ,
m Utiliser un pointeur vers le début de chacun des sous-tableaux;

f \ f \ f \ f \ merge m Déterminer le plus petit des deux éléments pointés;
SE214171113)121)6

m Déplacer cet élément vers le tableau fusionné;

1 2 3 4 5 6 7 38 m Avancer le pointeur correspondant

initial array

Fusion : algorithme Fusion : illustration

MERGE(A, pP;q, f) n1=g-p+1 elem. n2=r-q elem.

1 m=q—p+1l;n2=r—gq +1

2 Soit L[1..n; + 1] et R[1..ny + 1] deux nouveaux tableaux P 4 4 '

3 fori=1ton A - A P AT

4 Lli]=Alp+i-1]

5 forj=1ton

6 RUI=Ala+] . EEEEE - pEpEe
7 Llm+1=o00; Rlm+1] = // Sentinels N o n2 n2+l
8 i=1;=1

9 fork=ptor ’%
10 if L[] < R Aue - [
11 Alk] = L[i]
12 i=i+1 n =r-p+1 elements
13 else
14 Alk] = R[j] Complexité : O(n) (ou n=r—p+1)

15 j=j+1



Vitesse d'exécution Remarques

Complexité de MERGE-SORT : O(nlog n) (voir partie 2)
m La fonction MERGE nécessite d’allouer deux tableaux L et R (dont
< la taille est O(n)). Exercice (difficile) : écrire une fonction MERGE

25
— Insertion Sort qui ne nécessite pas d’allocation supplémentaire.
— Merge Sort . L, . “ e, . .
i ] m On pourrait réécrire MERGE-SORT de maniére itérative (au prix de la
simplicité)
>
%" m Version récursive du tri par insertion :
ol
§ il INSERTION-SORT-REC(A, n)
1 ifn>1
0s 2 INSERTION-SORT-REC(A, n — 1)
3 MERGE(A,1,n —1,n)
OD 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n
Note sur |'implémentation de la récursivité Récursivité terminale
m Trace d'exécution de la factorielle
m Définition : Une procédure est récursive terminale (“tail recursive”)
si elle n'effectue plus aucune opération aprés s'étre invoquée

récursivement.

m Avantages :

» Le contexte d'invocation ne doit pas étre mémorisé et donc |'espace
mémoire nécessaire est réduit
> Les procédures récursives terminales peuvent facilement étre

converties en procédures itératives
m Chaque appel récursif nécessite de mémoriser le contexte
d'invocation

m L’espace mémoire utilisé est donc O(n) (n appels récursifs)



Version récursive terminale de la factorielle

FACTORIAL2(n)
1 return FACTORIAL2-REC(n,2,1)

FACTORIAL2-REC(n, i, f)
1 ifi>n

2 return f
3 return FACTORIAL2-REC(n, i+ 1,f - i)

Espace mémoire utilisé : O(1) (si la récursion terminale est implémentée
efficacement)

Partie 2

Outils d'analyse

Ce qu'onavu

Définitions générales : algorithmes, structures de données, structures
de données abstraites...

Analyse d'un algorithme itératif (INSERTION-SORT)

Notions de récursivité
Analyse d'un algorithme récursif (FIBONACCI)

Tri par fusion (MERGESORT)

Plan

1. Correction d'algorithmes
2. Complexité algorithmique

3. Résolution de sommations et de récurrences



Plan

1. Correction d'algorithmes
Introduction
Algorithmes itératifs
Algorithmes récursifs

Correction d'un algorithme

m La correction d'un algorithme s'étudie par rapport a un probleme
donné
m Un probleme est une collection d'instances de ce probleme.
» Exemple de probleme : trier un tableau
» Exemple d'instance de ce probleme : trier le tableau [8, 4,15, 3]
m Un algorithme est correct pour une instance d'un probleme s'il
produit une solution correcte pour cette instance
m Un algorithme est correct pour un probleme s'il est correct pour
toutes ses instances (on dira qu'il est totalement correct)
m On s'intéressera ici a la correction d'un algorithme pour un probleme
(et pas pour seulement certaines de ses instances)

Analyse d'algorithmes

Questions a se poser lors de la définition d'un algorithme :
m Mon algorithme est-il correct ?

m Mon algorithme est-il efficace?

Autres questions importantes seulement marginalement abordées dans ce
cours :

m Modularité, fonctionnalité, robustesse, facilité d'utilisation, temps de
programmation, simplicité, extensibilité, fiabilité, existence d'une
solution algorithmique...

Comment Vvérifier la correction ?

m Premiere solution : en testant concréetement I'algorithme :
» Suppose d'implémenter I'algorithme dans un langage (programme) et
de le faire tourner
» Suppose qu'on peut déterminer les instances du probléme a vérifier
> |l est tres difficile de prouver empiriquement qu’'on n’a pas de bug
m Deuxiéme solution : en dérivant une preuve mathématique formelle :
» Pas besoin d'implémenter et de tester toutes les instances du
probléme
» Sujet a des "bugs’ également

m En pratique, on combinera les deux

m Outils pour prouver la correction d'un algorithme :

> Algorithmes itératifs : triplets de Hoare, invariants de boucle
> Algorithmes récursifs : preuves par induction



Assertion Correction : séquence d'instructions

m Relation entre les variables qui est vraie a un moment donné dans (P}
I'exécution s1
m Assertions particulieres : S2

» Pre-condition P : conditions que doivent remplir les entrées valides de Sn
I"algorithme {Q}
» Post-condition @ : conditions qui expriment que le résultat de

I"algorithme est correct e .
& Pour vérifier que le triplet est correct :

m P et Q définissent resp. les instances et solutions valides du m on insére des assertions P, Ps, ..., P, décrivant |I'état des variables
probleme a chaque étape du programme
m Un code est correct si le triplet (de Hoare) {P} code {Q} est vrai. = on vérifie que les triplets {P} S1 {P}, {P1} S2 {P>}, ...,
m Exemple : {Pn-1} Sn {Q} sont corrects
{x > 0}y = sqrr(x){y* == x} . . . . "
Trois types d'instructions : affectation, condition, boucle
Correction : affectations Correction : conditions
Le triplet suivant est correct : .{fp}
{Qlx — €]} it B
X =e | C1
Q else
{Q} .
Q[x — e] est obtenu en remplagant les occurrences de x par e dans Q. {Q}
Pour prouver un triplet : Pour prouver que le triplet est correct, on doit prouver que
(P} m {Pet B} C1{Q}
Y — e m {P et non B} C2 {Q}
{Q} sont corrects
il faut montrer que P implique Q[x — ). Exemple :
Exemples : les triplets suivants sont corrects {x < 6}
if x<0
{x == 42} y=0
be==2) y=x+1 else



Correction : boucles

{P}
(P} INIT
INIT n
while B while B
CORPS {I et B} CORPS {I}
FIN {I et non B}
{Q} FIN
{@}

Pour prouver que le triplet est correct :

m On met en évidence une assertion particuliere /, appelée invariant de

boucle, qui décrit I'état du programme pendant la boucle.
m On prouve que :
» {P} INIT {/} est correct
» {/ et B} CORPS {/} est correct
» {/ et non B} FIN {Q} est correct

Si on a plusieurs boucles imbriquées, on les traite séparément, en
démarrant avec la boucle la plus interne.

Exemple : FIBONACCI-ITER
Réécriture, post- et

pré-conditions

FIBONACCI-ITER(n)

ifn<1 FIBONACCI-ITER(n)
return n {n>0} # {P}
else if n<1
pprev = 0 prev = n
prev =1 else
fori =2ton pprev = 0
f = prev + pprev prev = 1
pprev = prev =2
prev = f while (i < n)
return f f = prev + pprev
pprev = prev
Proposition : Si n > 0, prev = f
FIBONACCI-ITER(n) renvoie i=i+1

{prev ==F,} # {Q}

return prev

Fn.

Correction : terminaison de boucle

INIT

while B
CORPS

FIN

m Un fois qu'on a prouvé que le triplet était correct, il faut encore
montrer que la boucle se termine
m Pour prouver la terminaison, on cherche une fonction de terminaison
f:
» définie sur base des variables de I'algorithme et a valeur entiere
naturelle (> 0)
> telle que f décroit strictement suite a I'exécution du corps de la
boucle
> telle que B implique f >0
m Puisque f décroit strictement, elle finira par atteindre 0 et donc a
infirmer B.

Exemple : FIBONACCI-ITER

Analyse de la condition Analyse de la boucle

{n>0etn<1} {n>1}

prev = n pprev = 0

{prev == F,} prev =1

o
t(Fo=0F =1 !
correct (Fo =0, F ) {pprev == Fi_, prev == Fi_1}
correct

{n>0etn>1}

pprev = 0 {pprev == Fi_», prev == Fi_1,i < n}
prev =1 f = prev + pprev
=2 pprev = prev
while (i < n) prev = f
f = prev + pprev i=i+1
pprev = prev {pprev == Fi_», prev == Fj_1}
prev = f correct
i=i+41
{prev == F,} {pprev == Fi_>,prev == Fi_1,i == n+ 1}

{prev == F,}

’ | = {pprev == Fi_5, prev == F;_1} ‘
correct




Exemple : FIBONACCI-ITER Exemple : tri par insertion

INSERTION-SORT(A)

=2 .
while (i < n) 1 forj=2to A.. length
f = prev + pprev 2 key = A[/]
_ 3 // Insert A[j] into the sorted sequence A[l..j — 1].
pprev = prev .
prev = f 4 i=j—1
P—i41 5 while i > 0 and A[i] > key
6 Ali +1] = A[i]
m Fonction de terminaison f =n—i+1: ! i=i-1
- ' 8 Ali + 1] = key

» i<n=f=n—i+1>0
» [ =i+ 1= f diminue a chaque itération i .
, . . m Démontrons informellement que la boucle externe est correcte
m L'algorithme est donc correct et se termine. ) . i o
m Invariant / : le sous-tableau A[l..j — 1] contient les éléments du

N tableau original A[1..j — 1] ordonnés.
Exemple : tri par insertion Exemple : tri par insertion
_ i=2z m {/ et j < A.length} CORPS {/} (pendant la boucle)
for j = 2 to A.length o while j < A.length » La boucle interne déplace A[j — 1], A[j —2], A[j —3]... d'une position
s0c 0 vers |a droite jusqu'a trouver la bonne position pour key (A[j]).
Jj=j+1 » A[L..j] contient alors les éléments originaux de A[1.. ] triés.
m P ="A est un tableau de taille A.length", > j =Jj+ 1 rétablit l'invariant
Q ="Le tableau A est trié¢”, m {/ et j = A.length+ 1}{Q} (aprés la boucle)
I ="A[l..j — 1] contient les j — 1 premiers éléments de A triés" » Puisque j = A.length 4+ 1, 'invariant implique que A[1.. A.length] est
ordonné.
m {P}j=2{l} (avant la boucle)

» j =2 = A[1] est trivialement ordonné m Fonction de terminaison f = A.length — j + 1



Invariant

m Un invariant peut étre difficile a trouver pour certains algorithmes
m En général, I'algorithme découle de I'invariant et pas I'inverse
» FIBONACCI-ITER : On calcule itérativement F;_jet F;_»
(I = {pprev == Fi_a, prev == Fi_1})
» INSERTION-SORT : On ajoute I'élément j aux j — 1 premiers éléments
déja triés
(I ="A[l..j— 1] contient les j — 1 premiers éléments de A triés")

m La preuve par invariant est basée sur le principe général de preuve
par induction qu’'on va utiliser aussi pour prouver la correction des
algorithmes récursifs

Initialisation Maintenance Terminaison
[(er T 2 T w3 | e | ns |

Preuve par induction : exemple
Proposition : Pour tout n > 0, on a

n

. n(n+1
ZI:(;)

i=1
Démonstration :
m Cas de base:nzOﬁZ?zli:O:%

m Cas inductif : Supposons la propriété vraie pour n et montrons
qu'elle est vraie pour n+ 1 :

n+1 n
doi o= (Zi>+(n+1):"("2+1)+(n+1)
i=1

i=1
(n+1)(n+2)
2

m Par induction, le propriété est vraie pour tout n.

Preuve par induction

Cas inductif

4 A

| Cas de base |

On veut montrer qu'une propriété est vraie pour une série
d'instances

On suppose I'existence d'un ordonnancement des instances

Cas de base : on montre explicitement que la propriété est vraie
pour la ou les premiéres instances

Cas inductif : on suppose que la propriété est vraie pour les k
premiéres instances et on montre qu'elle I'est alors aussi pour la
k + 1-ieme instance (quel que soit k)

Par le principe d'induction, la propriété sera vraie pour toutes les
instances

Correction d'algorithmes récursifs par induction

Propriété a montrer : I'algorithme est correct pour une instance
quelconque du probleme

Instances du probleme ordonnées par “taille” (taille du tableau,
nombre de bits, un entier n, etc.)

Cas de base de I'induction = cas de base de la récursion

Cas inductif : on suppose que les appels récursifs sont corrects et on
en déduit que I'appel courant est correct

Terminaison : on montre que les appels récursifs se font sur des
sous-problémes (souvent trivial)



Exemple : FIBONACCI

F1BONACCI(n)
1 ifn<l1
2 return n

3 return FiBoNAcCI(n — 2) + FIBONACCI(n — 1)

Proposition : Pour tout n, FIBONACCI(n) renvoie F,.
Démonstration :
m Cas de base : pour n =0, FIBONACCI(n) renvoie Fy = 0. Pour
n =1, FiBoNAccI(n) renvoie F; = 1.
m Cas inductif :

> Supposons n > 2 et que pour tout 0 < m < n, FIBONACCI(m)
renvoie F,,.

» Pour n > 2, FiBoNAccI(n) renvoie

FiBoNAccI(n — 2) 4+ FiBoNaccI(n — 1)
Fn_2 + Fn—1 (par hypothése inductive)
F,.

]

Exemple : merge sort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 ifp<r

2 q=%"]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g + 1, r)
5 MERGE(A, p, q,r)

Démonstration :

m Cas de base : pour r — p = 0, MERGE-SORT(A, p, r) ne modifie pas
A et donc A[p] = Alq] est trivialement trié
m Cas inductif :
» Supposons r — p > 0 et que pour tout 1 < p’ < r’ < A.length tels
que ' — p’ < r— p, MERGE-SORT(A, p’, r') trie A[p’..r']
> Les appels MERGE-SORT(A, p, q) et MERGE-SORT(A, g + 1, r) sont
corrects par hypothése inductive (puisque g —p < r — p et
r—qg—1<r—p)
» En supposant MERGE correct, MERGE-SORT(A, p, r) est correct.

[

Exemple : merge sort

MERGE-SORT(A, p, r)

1 ifp<r

2 q = %]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g + 1,r)
5 MERGE(A, p, g, r)

Proposition : Pour tout 1 < p < r < A.length, MERGE-SORT(A, p, r) trie
le sous-tableau A[p..r].

(On supposera que MERGE est correct mais il faudrait le démontrer par
un invariant)

Conclusion sur la correction

m Preuves de correction :

» Algorithmes itératifs : invariant (=induction)
> Algorithmes récursifs : induction

m Malheureusement, il n'existe pas d’outil automatique pour vérifier la
correction (et la terminaison) d'algorithmes

m Dans la suite, on ne présentera des invariants ou des preuves par
induction que tres sporadiquement lorsque ce sera nécessaire (cas
non triviaux)
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2. Complexité algorithmique
Introduction
Notations asymptotiques
Complexité d'algorithmes et de problemes
Complexité d’algorithmes itératifs
Complexité d'algorithmes récursifs

Comment mesurer les temps d'exécution ?

Expérimentalement :
m On écrit un programme qui implémente I'algorithme et on I'exécute
sur des données
m Probléemes :
> Les temps de calcul vont dépendre de I'implémentation : CPU, OS,
langage, compilateur, charge de la machine, OS, etc.
» Sur quelles données tester I'algorithme ?
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(Carzaniga)

Performance d'un algorithme

m Plusieurs métriques possibles :

» Longueur du programme (nombre de lignes)
Simplicité du code

Espace mémoire consommé

Temps de calcul

>
>
>
>

m Les temps de calcul sont la plupart du temps utilisés
> lls peuvent étre quantifiés et sont faciles a comparer
» Souvent ce qui compte réellement

m Nous étudierons aussi I'espace mémoire consommé par nos
algorithmes

Comment mesurer les temps d'exécution ?

Sur papier :
m Développer un modéle de machine (“Random-access machine”,
RAM) :
» Opérations executées les unes apres les autres (pas de parallélisme)
» Opérations de base (addition, affectation, branchement, etc.)
prennent un temps constant
» Appel de sous-routines : temps de 'appel (constant) + temps de
I'exécution de la sous-routine (calculé récursivement)
m Calculer les temps de calcul = sommer le temps d'exécution associé
a chaque instruction du pseudo-code

m Le temps dépend de I'entrée (I'instance particuliere du probléme)
m On étudie généralement les temps de calcul en fonction de la
“taille” de I'entrée

» Généralement, le nombre de valeurs pour la décrire
» Mais ¢a peut &tre autre chose (Ex : n pour FIBONACCI)



Analyse du tri par insertion

INSERTION-SORT (A) cost  times
1 for j = 2to A.length c n
2 key = A[]] C n—1
3 // Tnsert A[j] into the sorted
sequence A[l..j —1]. 0 n—1
4 i=j—1 Cq n—1
5 while i > 0 and A[i] > key Cs Yot
6 All +1] = Afi] Cs Yot =1
7 i=i-1  YILG-1)
8 Ali + 1] = key g n—1

m t; = nombre de fois que la condition du while est testée.
m Temps exécution T(n) (pour un tableau de taille n) donné par :

T(n) = ant+al—-1)+a(n-1)+ C5zn:tj +cs Xn:(tj -1)

j=2 j=2

+c7 Zn:(tj — 1) + Cg(n — 1)

Analyse du tri par insertion

Meilleur cas :
m le tableau est trié = t; = 1.

m Le temps de calcul devient :

T(n) = an+aon—1)+a(n—1)+c(n—1)+c(n—1)
= (ataotatct+a)n—(o+au+c+ce)

m T(n) =an+ b = T(n) est une fonction linéaire de n

Différents types de complexité

m Méme pour une taille fixée, la complexité peut dépendre de
I'instance particuliere

m Soit D, I'ensemble des instances de taille n d'un probleme et T (i,)
le temps de calcul pour une instance i, € Dp,.
m Sur quelles instances les performances d'un algorithme devraient
étre jugées :
» Cas le plus favorable (best case) : T(n) = min{T(iy)|in € Dy}
» Cas le plus défavorable (worst case) : T(n) = max{ T (ip)|in € Dp}
» Cas moyen (average case) : T(n) =>_ Pr(in) T (in) ob Pr(i,) est
la probabilité de rencontrer i,

in€Dh

m On se focalise généralement sur le cas le plus défavorable

» Donne une borne supérieure sur le temps d’exécution.
> Le meilleur cas n'est pas représentatif et le cas moyen est difficile a
calculer.

Analyse du tri par insertion

Pire cas :

m le tableau est trié par ordre décroissant = t; = j.
m Le temps de calcul devient :

T(n) anta(n—1)+ca(n—1)+c (%_Q

+cs (@) + o (M) + c(n—1)

Cr Ce C C Ce C
= (GtotPrt(atatats — 2~ S +a)n
—(c2+ e+ c5 + cs)

m T(n) = an?+ bn+ c = T(n) est une fonction quadratique de n



Analyse asymptotique

lorsque n croft.

m On s'intéresse a la vitesse de croissance (“order of growth”) de T(n)

» Tous les algorithmes sont rapides pour des petites valeurs de n
m On simplifie généralement T(n) :

> en ne gardant que le terme dominant

» Exemple : T(n) = 10n® 4+ n® + 40n + 800

» T(1000)=100001040800, 10 - 1000° = 100000000000
> en ignorant le coefficient du terme dominant

> Asymptotiquement, ¢a n'affecte pas I'ordre relatif

—1000°N
_4’N2
_NG

7 —o.01*2V
|

0 0 a0 4w 70 o w0 fow

m Exemple : Tri par insertion : T(n) = an® + bn + ¢ — n?.

Pourquoi est-ce important ?

m Taille maximale du probleme qu’'on peut traiter en un temps donné :
T(n) en 1 seconde

en 1 minute en 1 heure

n 1 x 10° 6 x 107 3.6 x 10°
400n 2500 150000 9 x 10°
2n? 707 5477 42426
n* 31 88 244
2" 19 25 31

m Si m est la taille maximale que I'on peut traiter en un temps donné,

que devient cette valeur si on recoit une machine 256 fois plus
puissante ?

T(n) Temps

n 256m
400n  256m
2n? 16m
n* 4m
2" m+8

(Dupont)

Pourquoi est-ce important ?

m Supposons qu’on puisse traiter une opération de base en 1us.

m Temps d'exécution pour différentes valeurs de n

T(n) n=10 n =100 n = 1000 n = 10000
n 10us 0.1ms 1ms 10ms
400n 4ms 40ms 0.4s 4s
2n®*  200us 20ms 2s 3.3m
n* 10ms 100s ~ 11.5 jours 317 années
2" Ims 4 x 10" années 3.4 x 10%" années
(Dupont)

Notations asymptotiques

m Permettent de caractériser le taux de croissance de fonctions

f:N—- Rt

m Trois notations :

» Grand-O : f(n) € O(g(n)) = f(n) < g(n)

» Grand-Omega :
» Grand-Theta :

- £(n) € Q(g(n)) = f(n) = g(n)
f(n) € ©(g(n)) =~ f(n) = g(n)



Notation grand-O

O(g(n)) = {f(n)|3c > 0,3ng > 1 tels que 0 < f(n) < cg(n),Vn > ng}

cg(n)

ny

m f(n) € O(g(n)) = g(n) est une borne supérieure asymptotique pour
f(n).

m Par abus de notation, on écrira aussi : f(n) = O(g(n)).

Notation grand-Theta

©(g(n)) = {f(n)|Fc1,co>0,3np > 1
tels que 0 < c1g(n) < f(n) < c2g(n),¥n > ng}

c,8(n)

fm)

c18(n)

Ny

m f(n) € ©(g(n)) = g(n) est une borne serrée (“tight”) asymptotique
pour f(n).
m Par abus de notation, on écrira aussi : f(n) = ©(g(n)).

Notation grand-Omega

Q(g(n)) = {f(n)|3c > 0,3ny > 1 tels que 0 < cg(n) < f(n),Vn > no}

fin)

ny

m f(n) € Q(g(n)) = g(n) est une borne inférieure asymptotique pour
f(n).

m Par abus de notation, on écrira aussi : f(n) = Q(g(n)).

Exemples

3n5 —16n+2¢€ O(n®)? € O(n)? € O(n")?
3n5 —16n+2¢€ Q(n%)? € Q(n)? € Q(n'")?
3n5 —16n+2 € ©(n%)? € ©(n)? € ©(n'")?
2" 41008 + n€ 0(2")? € ©(3")? € Q(n")?

Classes de complexité :

0(1) € O(log n) € O(n) C O(nlogn) C O(n®>1) c O(2™)




Quelques propriétés

m f(n) € Q(g(n)) < g(n) € O(f(n))
m f(n) € ©(g(n))  f(n) € O(g(n)) et f(n) € Q(g(n))
= f(n) € ©(g(n)) < g(n) € O(f(n))

m Si f(n) € O(g(n)), alors pour tout k € N, on a k- f(n) € O(g(n))
» Exemple : log,(n) € O(log,(n)), a"** € O(a")
m Si f1(n) € O(g1(n)) et f(n) € O(gz2(n)), alors
fi(n) + f2(n) € O(g1(n) + g2(n)) et fi(n) + f2(n) € O(max{g1(n), &2(n)})
» Exemple : Y7 a;n’ € O(n™)
m Si fi(n) € O(gi(n)) et f,(n) € O(g2(n)), alors
fi(n) - f2(n) € O(g1(n) - g2(n))

Complexité d'un algorithme

m On utilise les notations asymptotiques pour caractériser la
complexité d'un algorithme.

m |l faut préciser de quelle complexité on parle : générale, au pire cas,
au meilleur cas, en moyenne...
m La notation grand-O est de loin la plus utilisée
» f(n) € O(g(n)) sous-entend généralement que O(g(n)) est le plus
petit sous-ensemble qui contient f(n) et que g(n) est la plus concise
possible
» Exemple : n® 4+ 100n*> — n € O(n®) = O(n® + n?) C O(n*) C O(2")
m |déalement, les notations O et Q2 devraient étre limitées au cas ou
on n'a pas de borne serrée.

D'autres notations (pour information)

m Equivalence asymptotique : f(n) ~ g(n) ssi lim,— f(n)/g(n) =1

» f et g sont asymptotiquement équivalents.
> Permet de comparer deux fonctions en prenant en compte la
constante

m Petit-o :

o(g(n)) = {f(n)|¥Yc > 0,3ng > 1 tels que 0 < cg(n) < f(n),Yn > ng}

> f est négligeable devant g asymptotiquement
> ~ f(n) < g(n)

m Petit-w :

w(g(n)) = {f(n)|¥Yc > 0,3ng > 1 tels que 0 < cg(n) < f(n),¥n > ny}

» f domine g asymptotiquement
> ~ f(n) > g(n)

Complexité d'un algorithme

Exemples :

m On dira:
“La complexité au pire cas du tri par insertion est e(n2)”
plutét que
“La complexité au pire cas du tri par insertion est O(nz)”
ou “La complexité du tri par insertion est O(n?)"

m On dira
“La complexité au meilleur cas du tri par insertion est ©(n)"
plutot que
“La complexité au meilleur cas du tri par insertion est Q(n)”
ou “La complexité du tri par insertion est Q(n)"

m Par contre, on dira “La complexité de FIBONACCI est Q(1.4")", car

on n'a pas de borne plus précise a ce stade.



Complexité d'un probleme

m Les notations asymptotiques servent aussi a caractériser la
complexité d'un probléme
» Un probleme est O(g(n)) s'il existe un algorithme O(g(n)) pour le
résoudre
» Un probléeme est Q(g(n)) si tout algorithme qui le résoud est
forcément Q(g(n))
» Un probléme est ©(g(n)) s'il est O(g(n)) et Q(g(n))
m Exemple du probleme de tri :

> Le probléme du tri est O(nlog n) (voir plus loin)

» On peut montrer facilement que le probléme du tri est Q(n) (voir le
transparent suivant)

» On montrera plus tard que le probléme de tri est en fait Q(nlog n) et
donc qu'il est ©(nlog n).

m Exercice : montrez que la recherche du maximum dans un tableau

est ©(n)

Comment calculer la complexité en pratique ?

Quelques régles simples pour les algorithmes itératifs :

m Affectation, accés a un tableau, opérations arithmétiques, appel de
fonction : O(1)

m Instruction If-Then-Else : O(complexité max des deux branches)

m Séquence d’'opérations : I'opération la plus couteuse domine (régle
de la somme)

m Boucle simple : O(nf(n)) si le corps de la boucle est O(f(n))

Le probleme du tri est Q(n)

Preuve par |'absurde (ou par contraposition) :

m Supposons qu'il existe un algorithme moins que O(n) pour résoudre
le probleme du tri

m Cet algorithme ne peut pas parcourir tous les éléments du tableau,
sinon il serait au moins O(n)

m |l y a donc au moins un élément du tableau qui n'est pas vu par cet
algorithme

m |l existe donc des instances de tableau qui ne seront pas triées
correctement par cet algorithme

m Il n'y a donc pas d'algorithme plus rapide que O(n) pour le tri.

Comment calculer la complexité en pratique ?

m Double boucle complete : O(n?f(n)) ol f(n) est la complexité du
corps de la boucle

m Boucles incrémentales : O(n?) (si corps O(1))

fori=1ton
forj =1to i

m Boucles avec un incrément exponentiel : O(log n) (si corps O(1))

i=1
while i < n

i =2i



Exemple :

PREFIXAVERAGES(X) :
m Entrée : tableau X de taille n
. . . X[
m Sortie : tableau A de taille n tel que A[i] = %D]
PREFIX‘_AVERAGES(X) PREFIXAVERAGES2(X)
1 for i =1 to X.length
5 R 1 s=0
. . 2 for i =1to X.length
3 forj=1to i 3 B XIi
4 a=a+ X[j] $=S5+ [']
: . 4 Alil = s/i
5 Alil = a/i 5 return A
6 return A return

Complexité : ©(n?) Complexité : ©(n)

Complexité d'algorithmes récursifs

m La complexité d’algorithmes récursifs mene généralement a une
équation de récurrence

m La résolution de cette équation n'est généralement pas triviale

m On verra dans la section suivante différentes techniques génériques
de résolution de récurrence

Cas plus compliqué

m Pour des algorithmes plus complexes, appliquez les regles
précédentes peut facilement mener a surestimer la complexité.

m Approche scientifique :

» On détecte une opération abstraite au coeur de |'algorithme

» On développe un modéle des entrées de I'algorithme

» On détermine une expression analytique pour le nombre d'exécutions
T(N) de I'opération pour une taille d'entrée N.

» On fait I'hypothese que le colit de I'algorithme est =~ aT(N) ou a est
une constante et on en déduit la complexité en notation asymptotique

m Exemple du probleme de tri : opération abstraite est la comparaison

FACTORIAL et FIBONACCI

FACTORIAL(n) F1B(n)
1 ifn== 1 ifn<l1
2 return 1 2 return n
3 return n- FACTORIAL(n — 1) 3 return F1B(n — 2) + F1B(n — 1)
TO) = o TO) = ¢, T(1)=0c
T(n) = T(h-1)4a T(n) = Th—-1)4+Tn-2)+a
= an-+ o

= T(n) € ©(n)
= T(n) € Q(1.4")



Analyse du tri par fusion

MERGE-SORT(A, p, r)

1 ifp<r

2 q= 2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A,q + 1,r)
5 MERGE(A, p, q, r)

m Récurrence :

T(].) =

T(n) = 2T(n/2)+ cn+c3

Analyse du tri par fusion

m Chaque niveau a un coliit
cn

m En supposant que n est
une puissance de 2, il y a
log, n 4 1 niveaux

m Le colit total est
cnlog, n+cn € ©(nlogn)

\'
—~~
=)
~
I

cn/4 cnl4

A

o(1)
2T(n/2) 4+ ©(n)

/

cnl4 cnfd e - cn

WA

Total: cnlgn+cn

Analyse du tri par fusion

cn

RN

T(]_) = cn/2 cn/2

T(n) = 2T(n/2)+cn /\ /\

cnl4 cnl4 cnl4 cnl4

AR

m Simplifions la récurrence en :

m On peut représenter la
récurrence par un arbre de
récursion

m La complexité est la somme du
colit de chaque noeud

Remarques

Limitations de I'analyse asymptotique

m Les facteurs constants ont de I'importance pour des problemes de
petite taille

» Le tri par insertion est plus rapide que le tri par fusion pour n petit

m Deux algorithmes de méme complexité (grand-O) peuvent avoir des
propriétés tres différentes

> Le tri par insertion est en pratique beaucoup plus efficace que le tri
par sélection sur des tableaux presque triés

Complexité en espace
m S'étudie de la méme maniére, avec les mémes notations

m Elle est bornée par la complexité en temps (pourquoi ?)



Plan

3. Résolution de sommations et de récurrences
Sommation
Récurrences

Sommations
Définition : Soit une suite x;(i € Z). La sommation Zf’:a X; pour
a, b € 7 est définie récursivement par :
m Zf’:ax,- =0si b < a (cas de base)
u Zf):a Xj = X5 si b= a (cas de base)

] Zf’:a Xj = (Ef’;al x;) + xp si b > a (cas inductif)

Définition : Soit une suite de réels x;, i € N, la série de terme général x;
est la suite de sommes partielles

Zx,- (neN).
i=0

Etant donné une série, on notera S, la n-eme somme partielle Y7, x;.
La suite des sommes partielles peut étre définie récursivement :

m Sy =X
mS,=5,1+x, pour n>0

Sommations et récurrences

m Les analyses de complexité font trés souvent intervenir des
sommations et des récurrences

m Dans cette section, on va voir quelques techniques génériques pour
trouver une solution analytique a des sommations et des récurrences

m Une solution analytique est une expression mathématique qui peut
étre évaluée a I'aide d'un nombre constant d'opérations de base
(addition, multiplication, exponentiation, etc.).

Preuve d'une solution analytique
Une solution analytique se prouve généralement facilement par induction.

Exemple : Série géométrique :
Théoreme : Pourtous n>1etz#1,0na

nfli 12"
Y=

i=0

Démonstrationl: La preuve fonctionne par induction.
Pn)="314z =4%2"

Cas de base (n=1) : P(1) est vérifié

Cas inductif (n > 1) : Si P(n) est vérifié, on peut écrire :

n+1

n n—1
. . 1—2z" 1—Z”—0—z"—z"+1 1—=2
z'= zZ'+ 2" = +z" = =

,z—; ; 11—z 1-~z 1—=z

(Exercice : montrer que Y7 i> = Grtlrtln )



Sommes infinies

n

o0

Définition : E zi = lim g Z;.
i—o n—oo -
=

i=0

o0
Théoreme : Si |z| < 1, alors Zzi =

¢ 1—2z
i=0

Démonstration :

oo

E z' = l|im z'
£ n—o00

i=0

i=0
1 _Zn+1
= |im
n—oo 1—2z
_ 1
11—~z

Variantes des séries géométriques
Théoreme : Pour tous n>0et z# 1, on a

n

Z i z—(n+1)z"1 4 pznt2
iz =

i=0 (1-2p

Démonstration : On a
n
i=0

En développant, on obtient

d 11—zt
P i
dz 1-=z

Ziz;z'izn;fzi_lz- (szz'> z'<

(1-2)?

FEEsEnRCIE

Trouver une solution analytique

Si prouver une solution analytique est aisé, imaginer cette solution I'est
moins.

Différentes techniques génériques existent :

m Dériver cette solution de la solution analytique d'une autre série (par
exemple par dérivation ou intégration),

m Méthode de perturbation,
m Par identification paramétrique.

—(n+1Dz"+ (n+1)z" 12z
: (1-2p
1—(n+1)z"+ nz"tl
z .
(1-2)
z—(n+ 1)z 4 pzt2
(1-2)

o0
; z
Corollaire : Si |z| < 1, alors iz = —.
g Si= 5t
i=0
Autre variante : En intégrant les deux c6tés de Y 00z’ = 11 (de 0 a

x), on peut obtenir :
(o]

ZX—,J:—In(l—X).

=1/



Méthode de perturbation
Soit S, la n-eme somme partielle de la série de terme général x;. Par
définition, on a

n+1

Sn+ Xny1 =x0 + ZXk (= Sn+1)
i—1

Si on peut exprimer le membre de droite comme une fonction de S, on
peut obtenir une solution analytique en résolvant I'équation pour S,.

Exemple : Pour la série géométrique S, = Z?:_ol z'

n n—1
Sn+1 =Sn+z":z°+zzi:1+zzzi: 1+ 25,
i=1 i=0

D’ou, on tire immédiatement :

Par identification

On fait une hypothése sur la forme de la solution et on identifie les
parametres en prenant quelques valeurs.

Exemple : Y7, i% = w.

m Supposer que la somme est un polyndme de degré 3 (car
sommen~vintégration)

n
Zizzan3+bn2+cn+d
=1

m |dentifier les constantes a, b, ¢, d a partir de quelques valeurs de la
somme

m Prouver sa validité par induction (!)

Un autre exemple
Probleme! : Dériver une solution analytique de S, = > ko k2k.

Solution : Par la méthode de perturbation :

n+1 n+1
Spt(n+1)27 = 0204 K2k =" ko
k=1 k=1
= > (k+1)2*

k=0

_ . k2k+1+ : 2k+1
n n

= 2) kK42 2
k=0 k=0

= 2S5,+2(2" -1)
=S, = (n—1)2"" 42

1. Cette somme apparait dans I'analyse du tri par tas (voir partie 3).

Borner une série par intégration

m Certaines séries n'ont pas de solution analytique (connue).

m Exemple : La série harmonique H,, :

m Dans ce cas, des bornes inférieures et supérieures peuvent cependant
étre déterminées par intégration

/ 1 dx <H,< 1 +/ l dx
0 X+1 1 X
In(x+1)]g <H,< 1+4[Inx]]
In(n+1) <H,< 1+In(n)

= H, € O(In(n))

0o 1 2 3 n (On peut montrer que H, ~ In(n))




Sommes doubles

Généralement, il suffit d’évaluer la somme intérieure et puis la somme

extérieure.

Exercice : montrez que > o o(y" S 1o x') = m

Quand la somme intérieure n'a pas de solution analytique, échanger les

deux sommes peut aider.
Exemple :

n n k
SHo= 33
k=1 k=1 j=17
n n 1
-yt
=1 k=j
= (n+1)H,—n

Plan

1. Correction d’algorithmes

2. Complexité algorithmique

J
1 2 3 4 5 ... n
1|1
211 1)2
301 1/2 1/3
401 1/2 1/3 1/4
nl 1 1/2 1/n

3. Résolution de sommations et de récurrences

Sommation
Récurrences

Remarque sur les produits

Les mémes techniques peuvent étre utilisées pour calculer des produits en
utilisant le logarithme :

H f(n) = exp (In (H f(n))) = exp (Z In f(n)) )

Permet de borner n! =1-2-3...(n—1)- n. Par la méthode
d'intégration, on a :

nin(n) —n+1< Zn:ln(i) <(n+1)In(n+1)—n.
i=1

En prenant |'exponentielle :

n (n+1)
1)
en—1 — — en

Stirling’s formula :
n
n! ~/2mn (ﬁ) .
e

Récurrences

m La complexité d'algorithmes récursifs est souvent calculable a partir
d’'équations récurrentes
m Exemples
> Tri par fusion

T(1) = 0
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+n—1pourn>1
» Fibonacci :
T(1) = 1
T(n) = T(n—1)+T(n—2)+2pourn>1

» Tour de Hanoi (cf. INFO0947)

T(1) = 1
T(n) = 2T(n—1)+1pourn>1



Classification des récurrences
Forme générale : u, = f({wo, u1,...,Un—1},n)

Une récurrence peut étre :

m linéaire si f est une combinaison linéaire a coefficients constants ou
variables.

> Uy =3uUp_1+4up_o, Uy =n%uUp_>+1

m polynomiale si f est un polyndme.

> by =40 bibn1-u
m d'ordre k si f dépend de u,_1,..., Up_k.
m compleéte si f dépend de u,_1,..., Up.

m de type “diviser pour régner” si f dépend de u,/,, avec a € N constant.
> up = 2Up

m homogeéne si f ne dépend que des u;.
> Up = 2Up/p + Up/a

m non homogéne si elle est de la forme u, = f({up|p < n}) + g(n).
> Up=2Uy_1+n

Méthode “Deviner-et-Vérifier”

Principes :
1. Calculer les quelques premieres valeurs de T,;
2. Deviner une solution analytique;

3. Démontrer qu'elle est correcte, par exemple par induction.

Application :
m T,=2T,_1+1 (tours de Hanoi) :

n |
T |

= On devine T, =2" -1

m On doit démontrer (par induction) que la solution est correcte.

1
1

3

Techniques de résolution de récurrences

On souhaite obtenir une solution analytique a une récurrence.

Plusieurs approches possibles :
m “Deviner-et-vérifier”
“Plug-and-chug” (téléscopage)
Arbres de récursion
Equations caractéristique (linéaire, voir MATHO0491)
Master theorem (diviser-pour-régner)

Changement de variable

Preuve d'une solution par induction

Théoréme : T,, = 2" — 1 satisfait la récurrence :

T, = 1
T, = 2T,—1+1pourn>2.
Démonstration : Par induction sur n. P(n) ="T, =2"—1".

Cas de base : P(1) est vrai car Ty =1 =2 — 1.
Cas inductif : Montrons que T, = 2" — 1 (pour n > 2) est vrai dés que
Tho1=2""1—1 est vrai:

T, = 2T, 1+1
22"t —1)+1
= 2" 1.



Méthode “Plug-and-Chug" (force brute)

2. ldentifier et vérifier un “pattern”

. Ty p » Identification :
(aussi appelée téléscopage ou méthode des facteurs sommants)

To=142+4+..- 4271427, ;

1. "Plug’ (appliquer I'équation récurrente) et “Chug’ (simplifier) » Vérification en développant une étape supplémentaire :
Th = 14275 T, = 14244+ +271 421427, _(11))
= 1+2(1+2T,2) = 142444427 g2 42T,
= 14+2+4T,-

3. Exprimer le n®™¢ terme en fonction des termes précédents
= 1+2+4(1+2Ty-3) En posant i = n — 1, on obtient
1 + 2 + 4 + 8Tn73

Th = 1+2+4+...+2n—2+2n_17_1
Remarque : Il faut simplifier avec modération. = 142444...4202 4 on1

Tri par fusion
Appliquons le “plug-and-chug” a la récurrence du tri par fusion dans le
cas ol n = 2% :

4. Trouver une solution analytique pour le n®™ terme T(1) = 0
T(n) = T([n/2])+ T(|n/2])+n—1=2T(n/2)+ n—1pourn>1
Tp = 142444 4202401
n—1
- >
i=0
R
S 1-2

= 2"-1



Tri par fusion

Appliquons le “plug-and-chug” a la récurrence du tri par fusion dans le
cas ot n=2%:

T(1) = 0
T(n) = T([n/2])+ T([n/2])+n—1=2T(n/2)+n—1pourn>1
m Pattern :

T(n) = 2'T(n/2)+(n—=2"H+(n-2"2)+...+(n-29

2'T(n/2"+i-n—2"41

m En posant i = k et en utilisant k = log, n :

T(n) = 2KT(n/2%) 4+ k-n—2%+1
= nT(1)+nlogon—n+1
= nlogon—n+1

T(n) cn

TE TE TG (3’ e (3’ (3’

)
T({) T(H) TH) T TH) T T TH) T

16

Arbres de récursion

Approche graphique pour deviner une solution analytique (ou une borne
asymptotique) a une récurrence.

La solution devra toujours &tre démontrée ensuite (par induction).

lllustration sur la récurrence suivante :
mT7(l)=a
m T(n) =3T(n/4) + cn? (Pour n > 1)

(Introduction to algorithms, Cormen et al.)

1(2)2/6 (2>\(z)2 ------------------------ o en?
o /N /N /N
c(f) () () (@) () (i) () (5 e(5) e (%) en?
IV TRV T T
T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) rél) T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) T(:l) ----- e @(n'0e3)

ploea3




m Le colit total est la somme du coiit de chaque niveau de |'arbre :

3 3 log, n—1
T(n) = cn*+ Ecn2 +...+ <16) cn® 4 an'°8s3
log, n—1 3 i
- Z <16) cn® + an'o8s3
i=0
< i 3 I cn® + an'o8s3
—~ 16
= = cn? + an'°8+3
1-—(3/16)
e 0(n?)

(a vérifier par induction)

m Comme le cofit de la racine est cn?, on a aussi T(n) € Q(n?) et
donc T(n) € ©(n?).

Preuve d'une borne supérieure

Ré-écriture de la preuve :

Démonstration : Soit une constante d telle que d > max{(16/13)c, a}.
Montrons par induction forte que P(n) = “T(n) < dn®" est vrai pour
tout n > 1 (qui implique T(n) € O(n)).

Cas de base : P(1) est vrai puisque d > max{(16/13)c, a} > a.

Cas inductif : Supposons P(1), P(4),..., P(n/4) vérifiés et montrons que
P(n) I'est aussi :

T(n) < 3T(n/4)+ cn®
< 3d(n/4)? + cn?
= 13—6dn2 + cn®
< dn?,

ou la derniere étape découle de d > max((16/13)c, a).

Preuve d'une borne supérieure
Théoreme : Soit la récurrence :
mT7(1)=a
m T(n)=3T(n/4)+ cn?® (Pour n > 1).
On a T(n) € O(n?).

Préparation de la démonstration : Soit P(n) = “T(n) < dn?“. L'idée est de
trouver un d tel que P(n) peut se montrer par induction forte.

Cas de base : P(1) est vraisia<d-12=d.

Cas inductif : Supposons P(1), P(4),..., P(n/4) vérifiés et trouvons une
contrainte sur d telle que P(n) le soit aussi :

T(n) < 3T(n/4)+cn?
< 3d(n/4)* + cn?
= 1—36dn2 + cn?
< dn,

La derniére étape est valide dés que d > (16/13)c. Le théoréeme est donc vérifié
pour autant que d > max{(16/13)c, a}.

Synthese
Trois approches empiriques pour trouver une solution analytique :
m “Deviner-et-vérifier”
m “Plug-and-Chug”

m Arbres de récursion

Ces approches sont génériques mais
m il n'est pas toujours aisé de trouver le pattern;
m il faut pouvoir résoudre la somme obtenue;

m la solution doit étre vérifiée par induction.

Il existe des méthodes plus systématiques pour résoudre des récurrences
particulieres

m Récurrences linéaires d'ordre k > 1 a coefficients constants :
solution analytique exacte (voir MATHO0491)

m Récurrences "diviser-pour-régner” (borne asymptotique uniquement)



Récurrence générale “diviser-pour-régner”

Définition : Un récurrence “diviser-pour-régner” est une récurrence de la
forme :

k
To=Y_ aiT(bin)+g(n),
i=1

ol ai,...,ak sont des constantes positives, by, ..., by sont des
constantes comprises entre 0 et 1 et g(n) est une fonction non négative.

Exemple : k =1, a1 =2, by =1/2 et g(n) = n— 1 correspond au tri par
fusion

Sous certaines conditions, il est possible de trouver des bornes
asymptotiques sur les récurrences de ce type.

Exemple d'application

m Soit la récurrence suivante :
T(n)=7T(n/2)+ @(nz).

(Méthode de Strassen pour la multiplication de matrice)
m T (n) satisfait aux conditions du théoréme avec a =7, b = 2.
m log, a = log, 7 = 2.807... = f(n) € O(n'*827=¢) avec ¢ = 0.8.

m Par le premier cas du théoréme, on a :

T(n) — @(nlogb a) — O(n2'807"').

Master theorem

Théoreme : Soit la récurrence suivante :

{ T(n)=c sin<d
T(n)=aT(g)+f(n) sin>d

ou d > 1 est une constantes entiere, a > 0, ¢ > 0 et b > 1 sont des constantes
réelles, et f(n) est une fonction positive pour n > d.

1. Si f(n) € O(n'°82=¢) pour un € > 0, alors T(n) € ©(n'°%>?)
2. Si f(n) € ©(n"8+2), alors T(n) € ©(n'*%?log n).

3. Si f(n) € Q(n'°&a<) pour un € > 0 et si af () < 6f(n) pour un § < 1,
alors T(n) € ©(f(n)).

(Introduction to algorithms, Cormen et al.)

NB : les bornes ne dépendent pas de c et d. § peut étre interprété soit comme
| 7], soit comme [Z].

Changement de variables

Un changement de variables permet parfois de transformer une
récurrence “diviser pour régner” en une récurrence linéaire.

m Soit la récurrence du transparent précédent :
T(n) =7T(n/2) +©(n?)
m En posant : n =27 et S(m) = T(2™), on obtient :

S(m)=TR™ =7T2™ Y +6((2M)?) = 7S(m — 1) + ©(4™)



Changement de variables

Un changement de variable permet de résoudre des récurrences qui
semblent a priori complexes.

m Considérons la récurrence suivante :
T(n) =2T(y/n) +logn
m Posons m = logn. On a:
T(2™ =2T(2™?) + m.
m Soit S(m) = T(2™).Ona:
S(m) =25(m/2) + m = S(m) € ©(mlog m).
m Finalement :

T(n)=T(2™) = S(m) € O(mlog m) = O(log nlog log n).

Comparaisons de récurrences : nombre de sous-problémes
Récurrences linéaires :

T,=2T,.1+1 = T,=0(2")
Tn=3Tp-1+1 = T,=0(3")

Augmentation exponentielle des temps de calcul quand on passe de 2 a
3 sous-problémes.

Récurrence “diviser-pour-régner” :

m = 0
T, aTpp+n—1

Par le master théoréme, on a :
O(n) pour a < 2
T,=< ©(nlogyn) poura=2
O(n'e22) pour a > 2.

La solution est complétement différente entre a = 1.99 et a = 2.01.

Comparaisons de récurrences : linéaires versus “d-p-r"

Récurrence Solution
Tours de Hano' T,=2T,—-1+1 T, ~2"
Toursde Hanoi 2 T,=2T,_1+n Tp~2-2"
Algo rapide Th=2T,2+1 T,~n
Tri par fusion T,=2T,0+n—-1 T,~nlogn
Fibonacci To=Ti1+ Tz Tn~(1.618...)""1/\/B

m Récurrences “Diviser pour régner” généralement polynomiales
m Récurrences linéaires généralement exponentielles
m Générer des sous-problemes petits est beaucoup plus important que

de réduire la complexité du terme non homogene
» Tri par fusion et Fibanocci sont exponentiellement plus rapides que
les tours de Hanoi

Ce qu'on a vu

Correction d'algorithmes itératifs (par invariant) et récursifs (par
induction)

Notions de complexité algorithmique
Notations asymptotiques
Calcul de complexité d'algorithmes itératifs et récursifs

Plusieurs techniques de résolution de sommations et de récurrences



Partie 3

Algorithmes de tri

Tri

m Un des problemes algorithmiques les plus fondamentaux.

m En général, on veut trier des enregistrements avec une clé et des
données attachées.

Record; Records, Records Record,,
Keyy Keys Keys e Keyn
Data; Datas Datag Data,

m Ici, on va ignorer ces données satellites et se focaliser sur les
algorithmes de tri

m Le probleme de tri :
» Entrée : une séquence de n nombres (a;, a, ..., a,)
» Sortie : une permutation de la séquence de départ (a}, a}, ..., a))
telle que a} < a) < ... < 4

Plan

1. Algorithmes de tri
2. Tri rapide

3. Tri par tas
Introduction aux arbres
Tas
Tri par tas

4. Synthese

Applications
Applications innombrables :
m Tri des mails selon leur ancienneté
Tri des résultats de requéte dans un moteur de recherche
Tri des facettes des objets pour I'affichage dans les jeux 3D

|
|
m Gestion des opérations bancaires
|

Le tri sert aussi de brique de base pour d’autres algorithmes :
m Recherche binaire dans un tableau trié
Recherche des éléments dupliqués dans une liste

m
m Recherche du kéme élément le plus grand dans une liste
[

Des études montrent qu'environ 25% du temps CPU des ordinateurs est
utilisé pour trier



Différents types de tri Différents types de tri

m Tri interne : tri en mémoire centrale. Tris externes : données sur

; m Tri itératif : basé sur un ou plusieurs parcours itératifs du tableau
un disque externe.

. C N m Tri récursif : basé sur une procédure récursive
m Tri de tableau : tri qui trie un tableau. Extensible a toutes

structures de données offrant un acces en temps (quasi) constant a
ses éléments.

m Tri en place : modifie directement la structure qu'il est en train de
trier. Ne nécessite qu'une quantité tres limitée de mémoire

. .. . . . supplémentaire.
m Tri générique : peut trier n'importe quel type d'objets pour autant

qu'on puisse comparer ces objets m Tri stable : conserve I'ordre relatif des éléments égaux (au sens de

\ . ) . L i la méthode de comparaison).
m Tri comparatif : basé sur la comparaison entre les éléments (clés)

Jusqu'ici Tri rapide
Algorithme Complexité En place?
Pire Moyenne  Meilleure m Quicksort en anglais
INSERTION-SORT  ©(n?) O(n?) O(n) oui m Inventé par Hoare en 1960
m Dans le top 10 des algorithmes du 20-ieme siecle (SIAM)
SELECTION-SORT  O(n?) o(n?) o(n?) oui , s . ey .
m L'exemple le plus célebre de la technique du “diviser pour régner
BUBBLE-SORT o(n?) o(n?) ©(n) oui m Tri en place, comme tri par insertion, et contrairement au tri par
MERGE-SORT ©(nlogn) ©(nlogn) ©(nlogn) non fusion
m Complexité : ©(n?) dans le pire des cas, ©(nlog n) en moyenne
77 ©(nlog n) oui

77 ©(nlog n) oui




QUICKSORT : principe

Pour trier un sous-tableau A[p..r] :
m Partitionner A[p..r] en deux sous-tableaux : A[p..q — 1] et
Alg + 1..r] tels que tout élément de A[p..q — 1] est < A[q] et
Alq] < a tout élément de A[g+1..r].

(diviser)
m Appeler récursivement I'algorithme pour trier A[p..q — 1] et
Alg+1..7]
(régner)
Remarques :

m A[g] est appelé le “pivot”
m Par rapport au tri par fusion, il n'y a pas d'opération de combinaison

QUICKSORT Algorithm

QUICKSORT(A, p, r)

1 ifp<r

2 q = PARTITION(A, p, r)
3 QUICKSORT(A, p,q — 1)
4 QUICKSORT(A, g+ 1,r)

Appel initial : QUICKSORT(A, 1, A. length)

QUICKSORT : principe

1 p r A.length

l partitionner

1 P q r Alength
| | < [ > | |
tV \Ter
p g—1 q q+1 r

Partition : principe

p r
A | <z |>3:| ? |:U|
] j—>

m On sélectionne le dernier élément A[r] comme le pivot

m On initialise un indice f a p—1

m On parcourt le tableau de gauche a droite avec un indice
j=ptor—1

m Si A[j] < A[r], on incrémente i et on échange A[j] et A[]

m En sortie de boucle, on échange A[i + 1] et A[r] et on renvoie j + 1



Partition : illustration
i pj r
[2[s]7]r]3]5]6]¢]

pij r
H DIKEREIEIE B

pi r
El & AESEIEID) &

pi 7

J
] NEIEIG

B

p i J r
ED 0 e B

2 i j r
EINNE (1 B B

p i J_r
EHNE Dos o a
i r

(21113 | + |

P i r
EIE B BEaE

Partition : correction

Alr] est le pivot

Alp..i] contient des éléments < au

pivot

Ali +1..j — 1] contient des éléments >

que le pivot

Alj..r —1] est la partie du tableau non

encore examinée

PARTITION(A, p, r)

CO~NOOT A~ WN -

x = Alr]
i=p—1

forj=ptor—1
if A[j] <x
i=i+1

swap(A[i], Alj])

swap(A[i + 1], Alr])
return / + 1

Pré-condition : {A[p..r], un tableau de nombres}
Post-condition : {A[p.. /| < A[i +1] < A[i+2..r]}

Invariant :

1. Les valeurs dans A[p.. /] sont < au pivot

2. Les valeurs dans A[i +1..j — 1] sont > que le pivot

3. Alr] = pivot

Partition : pseudo-code

PARTITION(A, p, r)

x = Alr]

i=p—1

forj=ptor—1

if A[j] <x

i=i+1
swap(Alil, A[])

swap(A[i + 1], A[r])

return / + 1

O NO O~ WN

Partition : correction

Avant laboucle: i=p—1letj=p= Alp..iJet A[i+1..j—1] sont
vides

Pendant la boucle :

r
A | <z |>T| ? |£E|
i j—>

m Si A[j] > x, on incrémente juste j. Donc si I'invariant était vrai
avant |'exécution du corps, il reste vrai apres.

m Si A[j] < x, on échange A[j] et A[i + 1] et / et j sont incrémentés.
L'invariant reste donc vérifié également

Apres la boucle :

r
A | <=z [ >a2 |7
i J
En sortie de boucle, I'invariant est vérifié et on a j = r. Echanger A[i + 1]
et A[r] établit la post-condition.




Algorithme complet lllustration

PARTITION(A, p, r) 40726951 83

1 x = A[r]

2 i=p-1

3 forj=ptor—1 012 3 695784

4 if A[j] <x :

5 i=i+1

6 swap(A[i], Alj]) 01l 2 i 4 69578

7 swap(A[i + 1], A[r]) : oo

8 returni+1 —/

o | 657 8 |9]
QUICKSORT(A, p, r) J_ . . \
2 g = PARTITION(A, p, r)
3 QUICKSORT(A, p, g — 1) Y ' S : ;
4 QUICKSORT(A,q + 1,r) 2 I 2 3 4 |£| 6 7 8 |E|
Complexité de PARTITION Complexité de QUICKSORT
QUICKSORT(A, p, r)

PARTITION(A, p, r) 1L ifp<r
1 x = Alr] 2 q = PARTITION(A, p, r)
5y _ 1 3 QUICKSORT(A, p,q — 1)
. jP: Stor_1 4 QUICKSORT(A, g+ 1,r)
4 A <x . g
5 = il m Pire cas : (quand se produit-il ?)
6 swap(A[i], Alj]) » g=poug=r
7 swap(A[i + 1], A[r]) > Le partitionnement transforme un probleme de taille n en un
8 return i+ 1 ’ probleme de taille n — 1

T(n)=T(n—-1)+0(n)
T(n) =0©(n)

» Méme complexité que le tri par insertion :

T(n) = ©(n?)



Complexité de QUICKSORT

QUICKSORT(A, begin, end)
1 if begin < end

2 q = PARTITION(A, begin, end)
3 QUICKSORT(A, begin,q — 1)
4 QUICKSORT(A, g + 1, end)

m Meilleur cas :

> q=[n/2]
> Le partitionnement transforme un probleme de taille n en deux
problemes de taille [n/2] et |n/2| — 1 respectivement

T(n)=2T(n/2) + ©(n)
» Méme complexité que le tri par fusion :

T(n) = ©(nlogn)

Complexité moyenne de QUICKSORT : mathématiquement

Modele mathématique :
m Nombre de comparaisons pour le partitionnement : n+1
m Probabilité que le pivot soit a la position k : 1/n
m Tailles des sous-tableaux dans ce cas-la : k —1et n— k

m Les sous-tableaux sont aussi triés aléatoirement

Le nombre moyen de comparaisons utilisées par le quicksort est donné
par la récurrence suivante :

G =0

n 1 )
C, = n_1+;;(ck,1+ Coi) (si n > 1)

Complexité moyenne de QUICKSORT : intuitivement

m Complexité moyenne identique a la complexité du meilleur cas
T(n) = ©(nlogn)

m Intuitivement :
» En moyenne, on s'attend a une alternance de “bons” et de “mauvais'
partitionnements
» La complexité d'un mauvais partitionnement suivi d'un bon est
identique a la complexité d'une bon partitionnement directement
(seule la constante est modifiée).

e ©(1)

(n=1)/2 ‘

(=12 -1 ‘

Formulation analytique

"1
Ch=n—-1+ Z E(Ck_1 + Chk)
k=1
Par symétrie :

2 n
Ch=n—-14= C_
n +”kz_; k—1

En multipliant par n :

nC,=n(n—-1)+ Zi Ck—1
k=1
En soustrayant la méme formule pour n — 1 :
nCy—(n—1)Cp—1 =2(n—1)+2Cp—1
En rassemblant les termes :

nCy=(n+1)C1+2(n—1)



On divise par n(n+1) :
C,-, _ C,-,_1 2([7 — 1)
n+1 n n(n+1)

Téléscopage :

G G 2n—-1) GCoo  2(n—2) 2(n—1)
n+1 n n(n+1) n—1 (n—1)n n(n+1)
G  2-1 2(n—=2) 2(n—-1)
B 7+ﬁ+ Jr(n—l)n n(n+1)

L2k
- = k(k+1) ;(k+1 Zk(k—i—l)

En négligeant la deuxieme somme devant la premiére, on obtient :

n—2(n+1Z —3(n+1)

En utilisant I'approximation de la série harmonique du transparent 128 :

Cp ~2nlnn € ©(nlogn),

Variantes de QUICKSORT

m Petits sous-tableaux

» QUICKSORT est trop lourd pour des petits tableaux
» Utiliser un tri naif (par ex., par insertion) sur les sous-tableaux de
longueur inférieure a k (k ~ 20).

QUICKSORT(A, p, r)
1 ifr—p+1<CUTOFF

2 INSERTIONSORT(A, p, r)
3 return

4 g = PARTITION(A, p, r)

5 QUICKSORT(A, p,qg — 1)

6 QUICKSORT(A, g+ 1,r)

Variantes de QUICKSORT

m Choix du pivot :

» Prendre un élément au hasard plutot que le dernier.
> Prendre la médiane de 3 éléments
» Diminue drastiquement les chances d'étre dans le pire cas

RANDOMIZED-PARTITION(A, p, r)
1 i=RANDOM(p,r)

2 swap(Alend], A[i])

3 return PARTITION(A, p, r)

MEDIAN-OF-3-PARTITION(A, p, r)

1 = MEDIAN(A, p, L(p + 1)/2), 7)
2 swap(A[r], Alf])
3 return PARTITION(A, p, r)

Conclusion sur QUICKSORT

Rapide en moyenne ©(nlog n)

Bonne performance au niveau du cache

Tri en place (mais utilise de la mémoire pour la trace récursive)
Pas stable

En pratique souvent un peu plus rapide que MERGE-SORT

en développant d'abord la partition la plus petite)

Pire cas en ©(n?) mais trés improbable avec choix du pivot bien fait

Complexité en espace O(log n) si bien implémenté (récursif terminal,



Jusqu'’ici
Algorithme Complexité En place ?
Pire Moyenne Meilleure

INSERTION-SORT o(n?) o(n?) O(n) oui
SELECTION-SORT ~ ©(n?) O(n?) O(n?) oui
BUBBLE-SORT O(n?) O(n?) O(n) oui
MERGE-SORT O(nlogn) ©(nlogn) ©(nlogn) non
QUICKSORT O(n?) ©(nlogn) ©(nlogn) oui

77 O(nlog n) oui

Arbres : définition

m Définition : Un arbre? (tree) T est un graphe dirigé (N, E), ol :
» [N est un ensemble de nceuds, et
» E C N x N est un ensemble d'arcs,
possédant les propriétés suivantes :
» T est connexe et acyclique
» Si T n'est pas vide, alors il possede un noeud distingué appelé racine

(root node). Cette racine est unique.
» Pour tout arc (n1, n2) € E, le nceud ny est le parent de ny.

> La racine de T ne posséde pas de parent.
> Les autres nceuds de T possédent un et un seul parent.

D E F G H

|
O I

2. En théorie des graphes, on parlera d'un arbre enraciné.

Tri par tas : introduction

Heapsort en anglais

inventé par Williams en 1964

basé sur une structure de données tres utile, le tas
complexité bornée par ©(nlog n) (dans tous les cas)

tri en place

mise en oeuvre trés simple

Suite du cours :

» Introduction aux arbres
» Tas
» Tri par tas

Arbres : terminologie

Si ny est le parent de ny, alors ny est le fils (child) de ny.

m Deux nceuds n; et ny qui possédent le méme parent sont des fréres
(siblings).

m Un nceud qui posseéde au moins un fils est un nceud interne.

m Un nceud externe (c’est-a-dire, non interne) est une feuille (leaf) de
I"arbre.

m Un nceud ny est un ancétre (ancestor) d'un noeud ny si ny est le
parent de n; ou un ancétre du parent de nj.

m Un noeud ny est un descendant d'un nceud ny si ny est un ancétre de
ny.



Arbres : terminologie

m Un chemin est une séquence de nceuds ny, ny, ..., ny, telle que
pour tout 7 € [1, m — 1], (n;, nj11) est un arc de I'arbre.
Remarque : Il n'existe jamais de chemin reliant deux feuilles
distinctes.

m La hauteur (height) d'un nceud n est le nombre d'arcs d'un plus long
chemin de ce noeud vers une feuille. La hauteur de I'arbre est |a
hauteur de sa racine.

m La profondeur (depth) d'un nceud n est le nombre d’arcs sur le
chemin qui le relie a la racine.

Propriétés des arbres binaires entiers
A

m Le nombre de noeuds externes est égal au nombre de nceuds internes
plus 1.

m Le nombre de nceuds internes est égal a "%1 ol n désigne le
nombre de nceuds.

m Le nombre de nceuds a la profondeur (ou niveau) i est < 2.

m La hauteur h de I'arbre est < au nombre de noeuds internes.

m Le lien entre hauteur et nombre de nceuds peut étre résumé comme
suit :

nc Q(h)et ne O(2") (ou h € O(n) et h € Q(logn))

Arbre binaire

m Un arbre ordonné est un arbre dans lequel les ensembles de fils de
chacun de ses nceuds sont ordonnés.

m Un arbre binaire est un arbre ordonné possédant les propriétés
suivantes :

» Chacun de ses nceuds possede au plus deux fils.
» Chaque nceud fils est soit un fils gauche, soit un fils droit.
> Le fils gauche précede le fils droit dans I'ordre des fils d'un nceud.

m Un arbre binaire entier ou propre (full or proper) est un arbre binaire
dans lequel tous les nceuds internes possedent exactement deux fils.

m Un arbre binaire parfait est un arbre binaire entier dans lequel toutes
les feuilles sont a la méme profondeur.

Tas : définition
Un arbre binaire complet est un arbre binaire tel que :

m Si h dénote la hauteur de I'arbre :
» Pour tout i € [0, h— 1], il y a exactement 2/ nceuds & la profondeur .

» Une feuille a une profondeur h ou h — 1.
> Les feuilles de profondeur maximale (h) sont “tassées” sur la gauche.
Un tas binaire (binary heap) est un arbre binaire complet tel que :
m Chacun de ses noeuds est associé a une clé.

m La clé de chaque nceud est supérieure ou égale a celle de ses fils
(propriété d'ordre du tas).




Propriété d'un tas
m Soit T un arbre binaire complet contenant n entrées et de hauteur
h:
> n est supérieur ou égal a la taille de I'arbre parfait de hauteur h — 1
plus un, soit 2f—1+1 — 141 =2h
> n est inférieur ou égal a la taille de I'arbre parfait de hauteur h, soit
2m+l 1
h<pn<oMt 1 o 2h<p<oit?
& h<log,n<h+1
<  h=|log,n|

Principe du tri par tas

m On construit un tas a partir du tableau a trier —
BUILD-MAX-HEAP(A).
m Tant que le tas contient des éléments :

» On extrait I'élément au sommet du tas qu’on place dans le tableau
trié et on le remplace par I'élément le plus a droite
1

[16[14[10]8[7]9]3]2]4]1]

» On rétablit la propriété de tas en tenant compte du fait que les
sous-arbres de droite et de gauche sont des tas —
Max-HEAPIFY(A, 1)

(Tout se fait dans le tableau initial — en place)

Implémentation par un tableau

l16]14]10[ 8] 7932 ]4]1]

Un tas peut étre représenté de maniére compacte a l'aide d’un tableau A.

m La racine de |'arbre est le premier élément du tableau.
m PARENT(/) = [i/2]
m LEFT(i) = 2/
m RiGHT(/) =2i +1
Propriété d’ordre du tas : Vi, AlPARENT(i)] > A[i]

MAX-HEAPIFY

m Procédure MAX-HEAPIFY(A, /) :
» Suppose que le sous-arbre de gauche du nceud 7 est un tas
» Suppose que le sous-arbre de droite du nceud i est un tas
» But : réarranger le tas pour maintenir la propriété d'ordre du tas

m Ex : MAX-HEAPIFY(A, 2)




MAX-HEAPIFY

Construction d'un tas

BuiLD-MAX-HEAP(A)
1 A. heap-size = A.length

Max-HEAPIFY(A, i) 2 for i = |A.length/2] downto 1
1 | = Lert(/) 3 MAX-HEAPIFY(A, i)
2 r = RicHT(/)
3 if | < A heap-size A All] > A[i] (Invariant : chaque nceud i, i4+1,..., n est la racine d'un tas)
4 largest = | 1 23456 7 8 910
5 else largest = | Alal1]3]2]16[9]10[14]8]7]
6 if r < A. heap-size A A[r] > Allargest]
7 largest = r
8 if largest # i
9 swap(A[f], Allargest])
10 MAX-HEAPIFY (A, largest)

m Complexité? La hauteur du nceud : T(n) = O(log n) (Transp. 193)

m La tableau initial est interprété comme un arbre binaire complet
m On tasse les nceuds internes de bas en haut et de droite a gauche

Complexité de BUiLD-MAX-HEAP Complexité de BUuiLD-MAX-HEAP
h prof. noeuds
4 0 I
3 I 2
m Borne simple : 2 2 4
» O(n) appels 3 MaX-HEAPIFY, chacun étant O(log n) = O(nlogn).
i * I 3 8
m Analyse plus fine : J R
» Pour simplifier I'analyse, on suppose que I'arbre binaire est parfait. 0 4 16

» On adonc n=2"1 —1 pour un h >0, qui est aussi la hauteur de

* Noeuds sur lesquels on doit appeler Max-Heapify

|"arbre résultant

m Il y a 2/ nceuds a la profondeur i (= hauteur h — ).
m On doit appeler MAX-HEAPIFY sur chacun d'eux
m Chaque appel est au pire ©(h — ).

m Nombre d'opérations en fonction de h au pire cas :

h—1 h—1
T(h)=> 20(h—i)=0()_2'(h-1)

i=0 i=0



Complexité de BuiLD-MAX-HEAP

m En utilisant les théoremes des transparents 120 et 123, on obtient :

n
D o 2i=2mtt 1,
i=0

n

Y2t =(n-1)2"" +2.
i=0

D’ou on tire que :

m

T(h) O(h(2h —1) — (h—2)2" - 2)

= 0" -h-2)

m Puisque h € ©(log n) pour un tas (transp. 192), on a (au pire cas) :

T(n) € ©(n).

Tri par tas : illustration

Tableau initial : A=1(7,4,3,1,2]
Q
(4] ®
o @
(@)
@ O

©

)

5%0 © A (217

(e)

Tri par tas : algorithme

HEAP-SORT(A)
1 BuiLD-MAX-HEAP(A)
2 for i = A.length downto 2

3 swap(A[i, Al1])
4 A. heap-size = A. heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY(A, 1)

Invariant :

A[1l..i] est un tas contenant les i éléments les plus petits de A[l.. A.length] et
Ali +1..A.length] contient les n — i éléments les plus grands de
A[l..A.length] triés.

Complexité de HEAP-SORT

HEAP-SORT(A)

1 BuiLD-MAx-HEAP(A)
2 for i = A.length downto 2

3 swap(Ali], Al1))
4 A. heap-size = A. heap-size — 1
5 MaX-HEAPIFY(A, 1)

BuiLp-Max-HEAP : O(n)
Boucle for : n — 1 fois

Echange d'éléments : O(1)
MAX-HEAPIFY : O(log n)

Total : O(nlog n) (pour le pire cas et le cas moyen)

Le tri par tas est cependant généralement battu par le tri rapide



Résumé Peut-on faire mieux que O(nlogn)?

Algorithme Complexité En place?
Pire Moyenne Meilleure m Non, si on se restreint aux tri comparatifs, c'est-a-dire :

> Aucune hypothese sur les éléments a trier

INSERTION-SORT O(n?) O(n?) O(n) oui > Nécessité de les comparer entre eux

SELECTION-SORT o(n?) o(n?) o(n?) oui m Complexité d’un probleme algorithmique versus complexité d'un

algorithme
2 2 : . .

BUBBLE-SORT O(n?) O(n?) O(n) oul m Dans ce cas, un algorithme de tri est :

MERGE-SORT ©(nlogn) ©(nlogn) ©(nlogn) non » Une suite de comparaisons d'éléments suivant une certaine méthode
» Un processus qui transforme un tableau [ep, €1, .., e,—1] en un autre

QUICK-SORT 0O(n?) ©(nlogn) ©(nlogn)  oui tableau [es,, €55 - - -, €5, ;] OU (00,01, ...,0,_1) est une permutation

_ de (0,1,...,n—1).
HEAP-SORT ©(nlogn) ©(nlogn) ©(nlogn)* oui

* pas montré dans ce cours

Arbre de décision : exemple Arbre de décision : définition

Un algorithme de tri = un arbre binaire de décision (entier)

Un algorithme de tri = un arbre binaire de décision

feuille de I'arbre : une permutation des éléments du tableau initial

tri : le chemin de la racine a la feuille correspondant au tableau trié

=
=

m hauteur de I'arbre : le pire cas pour le tri

m branche la plus courte : le meilleur cas pour le tri
[

hauteur moyenne de I'arbre : la complexité en moyenne du tri

(arbre de décision pour le tri par insertion du tableau [ep, e1, e2])

Exercice : construire I'arbre pour le tri par fusion



Arbre de décision : propriété

m Un arbre binaire de hauteur h a au plus 2" feuilles (cf transp. 190)

m Le nombre de feuilles de I'arbre de décision est exactement n! ou n
est la taille du tableau a trier
(par I'absurde : si moins que n! certains tableaux ne seraient pas
correctement triés)

m On a donc:
n! < 2" = log(n!) < h

m Formule de Stirling :
n 1 n
n! = \/27rn(g)”(1 + @(;)) =nl > (g)”
h > log(n!) > Iog((g)”) = nlogn— nloge = h=Q(nlog n)

Le probleme du tri comparatif est Q(nlogn)

Ce qu’on n'a pas vu

m Analyse du meilleur cas du tri par tas
m Invariant pour le tri par tas
m Méthodes de tri linéaire

m Méthodes de sélection : trouver |'élément de rang i

Ce qu'onavu

Catégorisation des algorithmes de tri
QUICKSORT (tri en place en ©(nlogn))
Analyse du cas moyen d’un algorithme
Notre premiére structure de données : le tas
HEAPSORT (tri en place en ©(nlogn))

Borne inférieure sur les tris comparatifs

lllustration :

> http://www.sorting-algorithms.com/
> http://www.youtube.com/user/algorythmics

Partie 4

Structures de données



Plan

1. Introduction

2. Pile et file

3. Structures linéaires : Liste, vecteur, séquence
4. Arbres

5. File a priorité

6. Ensembles disjoints

Structures de données

Dans ce cours :
m Principalement des ensembles dynamiques (dynamic sets), amenés a
croitre, se rétrécir et a changer au cours du temps.
m Les objets de ces ensembles comportent des attributs.

m Un de ces attributs est une clé qui permet d’identifier I'objet, les
autres attributs sont la plupart du temps non pertinents pour
I'implémentation de la structure.

m Certains ensembles supposent qu'il existe un ordre total entre les
clés.

Concept

m Une structure de données est une maniere d'organiser et de stocker
I'information

» Pour en faciliter I'accés ou dans d'autres buts

m Une structure de données a une interface qui consiste en un
ensemble de procédures pour ajouter, effacer, accéder, réorganiser,
etc. les données.

Une structure de données conserve des données et éventuellement
des méta-données

» Par exemple : un tas utilise un tableau pour stocker les clés et une
variable A. heap-size pour retenir le nombre d'éléments qui sont dans
le tas.

Un type de données abstrait (TDA) = définition des propriétés de la
structure et de son interface (“cahier des charges”)

Opérations standards sur les structures

m Deux types : opérations de recherche/acces aux données et
opérations de modifications
m Recherche : exemples :
» SEARCH(S, k) : retourne un pointeur x vers un élément dans S tel
que x.key = k, ou NIL si un tel élément n'appartient pas a S.
» MINIMUM(S), MAXIMUM(S) : retourne un pointeur vers |'élément
avec la plus petite (resp. grande) clé.
» SUCCESSOR(S, x), PREDECESSOR(S, x) retourne un pointeur vers
I'élément tout juste plus grand (resp. petit) que x dans S, NIL si x
est le maximum (resp. minimum).

m Modification : exemples :

» INSERT(S, x) : insere I'élément x dans S.
» DELETE(S, x) : retire I'élément x de S.



Implémentation d'une structure de données Quelques structures de données standards

m Etant donné un TDA (interface), plusieurs implémentations sont
généralement possibles

m La complexité des opérations dépend de |'implémentation, pas du
TDA.

m Les briques de base pour implémenter une structure de données
dépendent du langage d'implémentation

» Dans ce cours, les principaux outils du C : tableaux, structures a la C
(objets avec attributs), liste liées (simples, doubles, circulaires), etc. ]

m Une structure de données peut étre implémentée a I'aide d’une autre
structure de données (de base ou non)

Plan Pile

2. Pile et file

Pile : collection d'objets accessibles selon une politique LIFO
File : collection d'objets accessibles selon une politique FIFO
File double : combine acces LIFO et FIFO

Liste : collection d'objets ordonnés accessibles a partir de leur
position

Vecteur : collection d’objets ordonnés accessibles a partir de leur
rang

Arbre : collection d’objets organisés en une structure d’'arbre

File a priorité : acces uniquement a I'élément de clé (priorité)
maximale

Dictionnaire : structure qui implémente les 3 opérations recherche,
insertion, suppression (cf. partie 5)

Ensemble dynamique d'objets accessibles selon une discipline LIFO
(“Last-in first-out").

Interface
» STACK-EMPTY(S) renvoie vrai si et seulement si la pile est vide
» PuUsH(S, x) pousse la valeur x sur la pile S
» POP(S) extrait et renvoie la valeur sur le sommet de la pile S
Applications :
» Option 'undo’ dans un traitement de texte
» Langage postscript
» Appel de fonctions dans un compilateur
-
Implémentations :

> avec un tableau (taille fixée a priori)
» au moyen d'une liste liée (allouée de maniere dynamique)
>



Implémentation par un tableau

m S est un tableau qui contient les éléments de la pile

m S.top est la position courante de I'élément au sommet de S

Lefols] [ ] |
1

STACK-EMPTY(S)

S. top 1 return S.top==0
o s Popr(S)

US-'H( 1 X) 1 if STACK-EMPTY(S)
1 if S.top == S.length 2 error “underflow”
2 error “overflow” 3 else S.top = S.top— 1
3 S.top=S.top+1 4 return S[S.top + 1]
4 S[S.top] = x

m Complexité en temps et en espace : O(1)
(Inconvénient : L'espace occupé ne dépend pas du nombre d’objets)

Implémentation d'une pile a I'aide d'une liste liée

m S est une liste simplement liée (S.head pointe vers le premier
élément de la liste)

STACK-EMPTY(S)
S.head —{o] 3—[14[/] 1 if S.head == NIL

2 return TRUE

3 else return FALSE

X —41]

Pop(S)
1 if STACK-EMPTY(S)
PUSH(S’X) 2 error “underflow”
1 x.next = S.head 3 else x = S.head
2 S head = x 4 S.head = S. head.next
5 return x

m Complexité en temps O(1), complexité en espace O(n) pour n
opérations

Rappel : liste simplement et doublement liée

prev  key  next

N

L st ——Z T[]
m Structure de données composée d'une séquence d'éléments de liste.
m Chaque élément x de la liste est composé :

» d'un contenu utile x.data de type arbitraire (par exemple une clé),

» d'un pointeur x.next vers |'élément suivant dans la séquence

» Doublement liée : d'un pointeur x. prev vers |'élément précédent dans
la séquence

m Soit L une liste liée

> L.head pointe vers le premier élément de la liste
» Doublement liée : L. tail pointe vers le dernier élément de la liste

Le dernier élément possede un pointeur x. next vide (noté NIL)

m Doublement liée : Le premier élément possede un pointeur x. prev
vide

Application

m Vérifier |'appariement de parentheses ([],() ou {}) dans une chaine
de caracteéres
» Exemples : ((x) + (¥)]/2 — non, [—(b) + sqrt(4 = (a) * ¢)] /(2 * a) —
oui

m Solution basée sur une pile :

PARENTHESESMATCH(A)
1 S = pile vide
2 for i =1to A.length
3 if A[/] est une parenthése gauche
4 PusH(S, A[1])
5 elseif A[i] est une parenthése droite
6 if STACK-EMPTY(S)
7 return FALSE
8 elseif Pop(S) n'est pas du méme type que A[f]
9 return FALSE
10 return STACK-EMPTY(S)



File

m Ensemble dynamique d’objets accessibles selon une discipline FIFO
("First-in first-out™).
m Interface

» ENQUEUE(Q, s) ajoute I'élément s a la fin de la file Q
» DEQUEUE(Q) retire I'élément a la téte de la file Q

m Implémentation a I'aide d'un tableau circulaire
> Q@ est un tableau de taille fixe Q.length
> Mettre plus de Q.length éléments dans la file provoque une erreur de
dépassement
» Q. head est la position a la téte de la file
> Q.tail est la premiére position vide a la fin de la file
» |nitialement : Q.head = Q.tail =1

ENQUEUE et DEQUEUE

ENQUEUE(Q,X) DEQUEUE(Q)

1 Q[Q.taill = x 1 x = Q[Q. head]

2 if Q.tail == Q.length 2 if Q.head == Q. length

3 Q.tail =1 3 Q.head =1

4 else Q.tail = Q.tail +1 4 else Q.head = Q.head +1
5 return x

m Complexité en temps O(1), complexité en espace O(1).

m Exercice : ajouter la gestion d'erreur

ENQUEUE et DEQUEUE
Etat initial :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o [ 15[ 6 [9 [ 8 4 1

! !

Q.head =" Q.tail =12

ENQUEUE(Q, 17), ENQUEUE(Q, 3), ENQUEUE(Q, 5)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

o[3]s IR 15[ 6 [o[8]4]17]

! A

Q.tail =3 Q.head =7

DEQUEUE(Q) — 15
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

o 3]s [IIS] 6 [9 [ 8 [4]17]
! !
Q.tail =3 Q.head = 8

Implémentation a I'aide d'une liste liée
Q.tail

|
Q.head —[T [ 1——1[I1

m @ est une liste simplement liée

m Q.head (resp. Q.tail) pointe vers la téte (resp. la queue) de la liste

ENQUEUE(Q,X) DEQUEUE(Q)
1 x.next = NIL 1 if Q.head == NIL
2 if Q.head == NIL 2 error “underflow”
3 Q. head = x 3 x = Q.head
4 else Q.tail.next = x 4 Q.head = Q. head.next
5 Q.tail = x 5 if Q.head == NIL

6 Q. tail = NIL

7 return x

m Complexité en temps O(1), complexité en espace O(n) pour n
opérations



File double Implémentation a I'aide d'une liste doublement liée

Double ended-queue (deque) m A I'aide d'une liste doublement liée

m Soit la file double @ :

» @.head pointe vers un élément sentinelle en début de liste
» Q.tail pointe vers un élément sentinelle en fin de liste

m Généralisation de la pile et de la file
m Collection ordonnée d'objets offrant la possibilité

» d'insérer un nouvel objet avant le premier ou aprés le dernier > Q.size est la taille courante de la liste
> d’extraire le premier ou le dernier objet Q.tail
m Interface :

Q.head — I o] = il F=—F <17

> INSERT-FIRST(Q, x) : ajoute x au début de la file double

» INSERT-LAST(Q, x) : ajoute x a la fin de la file double m Les sentinelles ne contiennent pas de données. Elles permettent de
> REMOVE—FIRST(Q) . extrait I,Objet situé en premiére pOSitiOn S|mp||f|er Ie Code (pour un coﬁt en espace Constant)_
» REMOVE-LAST(Q) : extrait |'objet situé en derniére position
»
— P , Exercice : implémentation de la file double sans sentinelles,
m Application : équilibrage de la charge d'un serveur . . L .
implémentation de la file simple avec sentinelle
Implémentation a I'aide d'une liste doublement liée Plan
INSERT-FIRST(Q, x) INSERT-LAST(Q, x)
1 x.prev = Q. head 1 x.prev = Q.tail.prev
2 x.next = Q.head.next 2 x.next = Q.tail
3 Q.head.next.prev = x 3  Q.tail.prev.next = x
4  Q.head.next = x 4 Q.head.prev = x
5 Q.size = Q.size +1 5 Q.size = Q.size+1
3. Structures linéaires : Liste, vecteur, séquence
REMOVE-FIRST( Q) REMOVE-LAST(Q)

if (Q.size ==0) 1 if (Q.size==0)

error 2 error
x = Q. head.next 3 x = Q.tail.prev
Q. head.next = Q. head.next.next 4  Q.tail.prev = Q. tail.prev.prev
Q. head.next.prev = Q. head 5 Q.tail.prev.next = Q.head
Q.size = Q.size — 1 6 Q.size = Q.size—1
return x 7 return x

~NOoO Ok~ W=

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.



Liste

m Ensemble dynamique d'objets ordonnés accessibles relativement les
uns aux autres, sur base de leur position

m Généralise toutes les structures vues précédemment
m Interface :

>

vV vy vy VvYYyYy

Les fonctions d'une liste double (insertion et retrait en début et fin de
liste)

INSERT-BEFORE(L, p, x) : insére x avant p dans la liste
INSERT-AFTER(L, p, x) : insere x aprés p dans la liste

REMOVE(L, p) : retire I'élement a la position p

REPLACE(L, p, x) : remplace par 'objet x I'objet situé a la position p
FIRST(L), LAST(L) : renvoie la premiére, resp. derniére position dans
la liste

PREV(L, p), NEXT(L, p)
p dans la liste

: renvoie la position précédant (resp. suivant)

m Implémentation similaire a la file double, a I'aide d'une liste
doublement liée (avec sentinelles)

Vecteur

m Ensemble dynamique d'objets occupant des rangs entiers successifs,
permettant la consultation, le remplacement, I'insertion et la
suppression d'éléments a des rangs arbitraires

m Interface

>
>

>

ELEM-AT-RANK(V, r) retourne I'élément au rang r dans V.
REPLACE-AT-RANK(V, r, x) remplace I'élément situé au rang r par
X et retourne cet objet.

INSERT-AT-RANK(V/, r, x) insére I'élément x au rang r, en
augmentant le rang des objets suivants.

REMOVE-AT-RANK(V, r) extrait I'élément situé au rang r et le
retire de r, en diminuant le rang des objets suivants.
VECTOR-SIZE( V) renvoie la taille du vecteur.

m Applications : tableau dynamique, gestion des éléments d'un
menu,. ..

m Implémentation :

liste liée, tableau extensible. ..

Implémentation a I'aide d'une liste doublement liée

INSERT-BEFORE(L, p, x)

1
2
3
4
5

X.prev = p.prev

x.next = p
p.prev.next = x
p.prev = X

L.size = L.size +1

REMOVE(L, p)

1

~ o

p.prev.next = p.next
p.next.prev = p.prev
L.size = L.size — 1
return p

INSERT-AFTER(L, p, X)

A WO DN =

5

X.prev = p

X.next = p.next
p.next.prev = x
p.next = x

L.size = L.size +1

Complexité O(1) en temps et O(n) en espace pour n opérations.

Implémentation par un tableau extensible

m Les éléments sont stockés dans un tableau extensible V. A de taille
initiale V.c.

m En cas de dépassement, la capacité du tableau est doublée.

m V.n retient le nombre de composantes.

m Insertion et suppression :

INSERT-AT-RANK(V/, r, x)
if V.n==V.c

[y

O VWO ~NOOT S WN

V.c=2-V.c

W = "Tableau de taille V.c"

fori =1ton
Wil = V.A[]
VA=W

for i = V.n downto r

V.A[i +1] = V. A[i]

V.A[r] = x
V.n=V.n+1

REMOVE-AT-RANK(V, r)

1 tmp = V.A[r]

2 fori=rtoV.n—-1

3 V.A[I] = V.A[i +1]
4 V.n=V.n—-1

5 return tmp



Complexité en temps

m INSERT-AT-RANK :
» O(n) pour une opération individuelle, ol n est le nombre de
composantes du vecteur
» ©(n?) pour n opérations d'insertion en début de vecteur
» ©(n) pour n opérations d'insertion en fin de vecteur
m Justification :
» Si la capacité du tableau passe de ¢y a 2Xcy au cours des n
opérations, alors le coiit des transferts entre tableaux s'éleve a

c+2c+...+ 2k71C0 = (2k - 1)C0.

Puisque 2¥"1¢y < n < 2K, ce colit est O(n).
» On dit que le colit amorti par opération est O(1)
» Sion avait élargi le tableau avec un incrément constant m, le coiit
aurait été
k(k—1
(k-1)

o+ (co+m)+(co+2m)+...+(co+ (k—1)m) = key + 3

Puisque o + (k —1)m < n < ¢y + km, ce colit aurait donc été ©(n?).

Séquence

m Ensemble dynamique d'objets ordonnés combinant les propriétés
d'une liste et d'un vecteur, c'est-a-dire dont les objets sont
accessibles tant sur base de leur position absolue que relative

m Interface :

» Toutes les opérations d'un vecteur
» Toutes les opérations d’une liste

» ATRANK(S, r) : retourne la position de I'élément possédant le rang r.

» RANKOF(S, p) : retourne le rang de I'élément situé a la position p.

m Implémentation a |'aide d'une liste doublement liée (laissée comme
exercice)

» ATRANK,RANKOF, ELEM-AT-RANK, REMOVE-AT-RANK,
REPLACE-AT-RANK : O(n), ol n est le nombre d'éléments
appartenant a la séquence.

> Autres opérations : O(1).

Complexité en temps

® REMOVE-AT-RANK :
» O(n) pour une opération individuelle, ol n est le nombre de
composantes du vecteur
» O(n?) pour n opérations de retrait en début de vecteur
» ©(n) pour n opérations de retrait en fin de vecteur

m Remarque : Un tableau circulaire permettrait d'améliorer |'efficacité
des opérations d'ajout et de retrait en début de vecteur.

Plan

4. Arbres



Type de données abstrait pour un arbre Exemples d'opération sur un arbre

m Principe :
» Des données sont associées aux nceuds d'un arbre m Calcul de la profondeur d'un nceud
» Les noeuds sont accessibles les uns par rapport aux autres selon leur
position dans I'arbre
m Interface : Pour un arbre T et un nceud n
» PARENT(T,n) : renvoie le parent d'un noeud n (signale une erreur si
n est la racine)
» ISEMPTY(T) : renvoie vrai si 'arbre est vide
» CHILDREN(T, n) : renvoie une structure de données (ordonnée ou
non) contenant les fils du nceud n (exemple : une liste) DEPTH-ITER( T, n)
1ISROOT(T, n) : renvoie vrai si n est la racine de I'arbre 1 d=0
ISINTERNAL( T, ) : renvoie vrai si n est un noeud interne 2 while not 1SRoOT(T, n)
ISEXTERNAL( T, n) : renvoie vrai si n est un nceud externe 3 d=d+1
4
5

DEPTH-REC( T, n)

1 if IsRooT(T,n)

2 return 0

3 return 1 + DEPTH-REC(T, PARENT(T, n))

m Version itérative

GETDATA(T, n) : renvoie les données associées au noeud n n = PARENT(T, n)

RoOT(T) : renvoie le nceud racine de I'arbre return d

S1zE(T) : renvoie le nombre de nceuds de I'arbre

Pour un arbre binaire (ordonné) : m Complexité en temps : O(n), ol n est la taille de I'arbre (si les

» LEFT(T,n), RIGHT(T, n) : renvoie les fils gauche et droit de n opérations de I'interface sont O(1))
» HASLEFT(T, n), HASRIGHT(T, n) : détermine si le nceud n possede
un fils respectivement gauche et droit.

VY VY VY VY VYY

Exemples d’'opération sur un arbre Implémentation d'un arbre binaire

Premiere solution : numérotation de niveaux

m Calcul de la hauteur de I'arbre m L’arbre est représenté par un vecteur (ou un tableau)
HElGHT(T, n) m Chaque position dans |'arbre est associée a un rang particulier :
1 if ISEXTERNAL(T, n) » La racine est en position 1
2 i (0 ’ > Si un nceud est au rang r, son successeur gauche est au rang 2r, son
3 h=0 successeur droit au rang 2r + 1
4 for each n2 in CHILDREN(T, n) m Si l'arbre binaire n’est pas un arbre binaire complet, le vecteur
5 h = max(h, HEIGHT(T, n2)) contiendra des trous (qu'il faudra pouvoir identifier)
6 return h+1 " S
+ m Complexité en temps des opérations : O(1)
m Complexité en temps : O(n), ol n est la taille de I'arbre (si les m Complexité en espace : O(2") pour un arbre de n nceuds (©(n) pour
opérations de I'interface sont O(1)) un arbre binaire complet)

(Exercice : peut-on étendre a des arbres quelconques ?)



Implémentation d'un arbre binaire

Deuxieme solution : structure liée
m Principe : on retient pour chaque noeud n de I'arbre :
Un champ de données (n. data)
Un pointeur vers son nceud parent (n. parent)
Un pointeur vers ses fils gauche et droit (n. left et n. right)
T . root pointe vers la racine de I'arbre

vVYyVvVvyy

m Complexité en temps des opérations : O(1)
m Complexité en espace : ©(n) pour n noeuds

left parent right

° Troot

ONO

150 2 s e O 1 2 K

(généralise la notion de liste liée)

Implémentation d'un arbre quelconque

Deuxieme approche : représenter |'arbre quelconque par un arbre binaire
m Si le nceud n possede les fils ny, no, ..., np, avec p > 2, alors le
sous-arbre issu de n est représenté par une arbre binaire dont :
> n est la racine
» Le fils gauche est la racine du sous-arbre issu de n;
» Le fils droit est associé a une valeur distinguée “$", et représente un
arbre dont la racine possede les fils np, ns, ..., np.

m lllustration :
A - N
VANAN A\
AN
7/ \8

m Complexité des opérations?

Implémentation d'un arbre quelconque

Premiere solution : structure liée
m Comme pour un arbre binaire
m Mais on remplace n.left et n.right par un pointeur n.children vers
un ensemble dynamique.
m Le type d'ensemble dynamique (vecteur, liste, ...) dépendra des
opérations devant étre effectuées

m Exemple avec une liste liée :

children parent nextchild

° T.root

60

ORO

OZEE Ny ey

Parcours d'arbres (binaire)

m Un parcours d'arbre est une fagon d'ordonner les noeuds d'un arbre
afin de les parcourir
m Différents types de parcours :
» Parcours en profondeur :
> Infixe (en ordre)
> Préfixe (en préordre)
> Suffixe (en postordre)

» Parcours en largeur



Parcours infixe

= (A,B,D,F,H,K)

m Parcours infixe (en ordre) : Chaque nceud est visité aprés son fils
gauche et avant son fils droit

INORDER-TREE-WALK( T, x)

1 if HASLEFT(T, x)

2 INORDER-TREE-WALK( T, LEFT(x))
3 print GETDATA(T, x)

4 if HASRIGHT(T,x)

5 INORDER-TREE-WALK( T, RIGHT(x))

Parcours postfixe

m Parcours postfixe (en postordre) : chaque nceud est visité apres ses

fils

= (A,D,B,K,H, F)

POSTORDER-TREE-WALK( T, x)

1
2
3
4
5

if HASLEFT(T,x)
POSTORDER-TREE-WALK( T, LEFT(x))
if HASRIGHT(T, x)
POSTORDER-TREE-WALK( T, RIGHT(x))
print GETDATA( T, x)

Parcours préfixe

= (F,B,A,D,H, K)

m Parcours préfixe (en préordre) : chaque nceud est visité avant ses fils

PREORDER-TREE- WALK( T, x)

1 print GETDATA(T, x)

2 if HASLEFT(T, x)

8 PREORDER-TREE-WALK( T, LEFT(x))
4 if HASRIGHT(T, x)

5 PREORDER-TREE-WALK( T, RIGHT(x))

Complexité des parcours

Tous les parcours en profondeur sont ©(n) en temps
m Soit T(n) le nombre d’opérations pour un arbre avec n nceuds
m On a T(n) =Q(n) (on doit au moins parcourir chaque nceud).

m Etant donné la récurrence, on a :
T(n)<T(n)+T(n—n.—1)+d
ol n; est le nombre de nceuds du sous-arbre a gauche et d une

constante

m On peut prouver par induction que T(n) < (¢ + d)n+ c ou
c= T(0).

m T(n)=Q(n) et T(n)=0(n) = T(n)=0O(n)



Parcours en largeur

m Parcours en largeur : on visite le nceud le plus proche de la racine
qui n'a pas déja été visité. Correspond a une visite des nceuds de
profondeur 1, puis 2, .. ..

= (F,B,H,A,D,K)

Plan

5. File a priorité

Parcours en largeur

m Parcours en largeur : on visite le noeud le plus proche de la racine
qui n'a pas déja été visité. Correspond a une visite des nceuds de
profondeur 1, puis 2, ....

m Implémentation a |'aide d'une file en ©(n) (complexité en espace ?)

BREADTH-TREE-WALK(T)
1 Q ="Empty queue”
2 if not ISEMPTY(T)
ENQUEUE(Q, ROOT(T))
while not QUEUE-EMPTY(Q)
y = DEQUEUE(Q)
print GETDATA(T, y)
if HASLEFT(T, y)
ENQUEUE(Q, LEFT(y))
if HASRIGHT(T, y)
ENQUEUE(Q, RIGHT(y))

= (F,B,H,A,D,K)

O ©oo~NO O~ W

[y

(Exercice : Implémenter les parcours en profondeur de maniére non récursive)

File a priorité

m Ensemble dynamique d’objets classés par ordre de priorité
» Permet d’extraire un objet possédant la plus grande priorité
» En pratique, on représente les priorités par les clés
» Suppose un ordre total défini sur les clés
m Interface :
» INSERT(S, x) : insere I'élément x dans S.
» MaxiMUM(S) : renvoie I'élément de S avec la plus grande clé.
» EXTRACT-MAX(S) : supprime et renvoie I'élément de S avec la plus
grande clé.
m Remarques :
» Extraire I'élément de clé maximale ou minimale sont des problemes
équivalents
» La file FIFO est une file a priorité ol la clé correspond a I'ordre
d'arrivée des élements.

m Application : gestion des jobs sur un ordinateur partagé



Implémentations

m Implémentation a I'aide d'un tableau statique
» @ est un tableau statique de taille fixée Q. length.
> Les éléments de @ sont triés par ordre croissant de clés. Q. top pointe
vers le dernier élément.
» Complexité en temps : extraction en O(1) et insertion en O(n) ol n
est la taille de la file
» Complexité en espace : O(1)
m Implémentation a I'aide d’une liste liée
» @ est une liste liée ol les éléments sont triés par ordre décroissant de
clés
» Complexité en temps : extraction en O(1) et insertion en O(n) ol n
est la taille de la file
» Complexité en espace : O(n)

m Peut-on faire mieux?

Exercice : comment obtenir O(1) pour I'insertion et O(n) pour
I'extraction ?

Implémentation a I'aide d'un tas

Implémentation a I'aide d'un tas

m La file est implémentée a I'aide d'un tas(-max) (voir slide 192)

m Accés et extraction du maximum :

HEAP-MAXIMUM(A) HEAP-EXTRACT-MAX(A)

1 return A[l] 1 if A heap-size < 1

2 error “heap underflow”

3 max = A[l]

4 A[l] = A[A. heap-size]

5 A heap-size = A. heap-size — 1

6 MAX-HEAPIFY(A,1) // reconstruit le tas
7 return max

m Complexité : ©(1) et O(log n) respectivement (voir chapitre 3)

Implémentation a I'aide d'un tas : insertion

m INCREASE-KEY(S, x, k) augmente la valeur de la clé de x a k (on
suppose que k > a la valeur courante de la clé de x).

HEAP-INCREASE-KEY(A, i, key)

1 if key < A[f]

2 error “new key is smaller than current key"”
3 Ali] = key

4 while / > 1 and A[PARENT(i)] < A[i]

5 swap(A[i], AIPARENT(/)])

6 i = PARENT(/)

m Complexité : O(log n) (la longueur de la branche de la racine a i
étant O(log n) pour un tas de taille n).



Implémentation a 'aide d'un tas : insertion Plan

m Pour insérer un élément avec une clé key :

> l'insérer a la derniére position sur le tas avec une clé —oo,
» augmenter sa clé de —oo a key en utilisant la procédure précédente

HEAP-INSERT(A, key)

1 A heap-size = A. heap-size + 1
2 A[A. heap-size] = —c0
3 HEAP-INCREASE-KEY(A, A. heap-size, key)

m Complexité : O(log n).

= Implémentation d'une file a priorité par un tas : O(log n) pour 6. Ensembles disjoints
I'extraction et I'insertion.

Ensembles disjoints (“Union-Find") Application

Calcul des composantes connexes d'un graphe
m Structure de données qui maintient a jour une collection

. . CONNECTED-COMPONENTS(G)
S =1{5,5,...,5«} d’ensembles dynamiques disjoints.

1 D ="Empty disjoint set”
m Chaque ensemble est identifié par un représentant, qui est un 2 for each vertex v € G.V
élément quelconque de I'ensemble. 3 MAKE-SET(D, v)
4 for each edge (u,v) € G.E
m Interface - 2 if FHI\.IID—SET(DD, u) # FIND-SET(D, v)
. NION(D, u,
» MAKE-SET(D, x) : crée un nouvel ensemble dont le seul membre, et (D, u,v)
donc représentant, est x. x ne doit pas déja appartenir a un autre
ensemble. SAME-COMPONENT(u, v)
» UNION(D, x, y) : réunit les ensembles dynamiques qui contiennent x 1 if FIND-SET(D, u) == FIND-SET(D, v)
et y. x et y doivent appartenir a des ensembles différents avant 2 return TRUE
I"'union. 3 else return FALSE

» FIND(D, x) : Renvoie un pointeur sur le représentant de I'ensemble
(unique) contenant x. Chaque appel doit renvoyer le méme

) , iy @O—® —0 @
représentant tant que la structure n'est pas modifiée. '

@ @ ® S={{ab,c,d},{e f,gt{hi},{i}}



Implémentation par une liste liée Union : implémentation naive

m Chaque ensemble est représenté par une liste liée dont le représentant est

le premier objet m On fusionne les listes contenant x et y :
m Une sentinelle pour chaque ensemble contient un pointeur vers le début de » On concateéne la liste de y a la suite de la liste x

la liste (head) et un pointeur vers la fin (tail) Nécessite de mettre a jour les pointeurs vers la sentinelle pour tous
les éléments de la liste de y
Complexité linéaire en fonction de la taille de la liste contenant y
©(n) dans le pire cas si n appels 8 MAKE-SET ont précédé

m Analyse de complexité pour m opérations :
i [ & | » Supposons
/ head 0z

v

m Chaque objet de la liste contient un élément de I'ensemble, un pointeur sur
I'objet contenant I'élément suivant, et un pointeur sur le représentant de
I'ensemble.

v

v

ﬂ

fead (B g W > m opérations (MAKE-SET, FIND, ou UNION)
tail [ wail [ > n appels 8 MAKE-SET (et donc n — 1 appels 3 UNION au plus)
> Les n premigres opérations sont des appels a MAKE-SET (pour

m MAKE-SET : crée une nouvelle liste contenant seulement x. simplifier I'analyse mais pas nécessaire)
» Complexité au pire cas en fonction de met n?

m FIND : Suit le pointeur vers la sentinelle et puis renvoie le premier élément.

m O(1) pour les deux fonctions

Pire cas Union pondérée
En ignorant les appels a FIND :
Opération Nombre d'objets mis a jour

MAKE-SET(x7) 1 Version plus efficace :
MAKE-SET(x1) 1

m On maintient la taille de chaque liste dans la sentinelle

m A chaque appel a UNION, on attache la liste la plus courte a la fin

MAKE-SET(xp) 1

UNION(x2, x1) 1 de la plus longue

UNION(x3, X2) 2 T . . .

UNION(x4, x3) 3 m Complexité linéaire en fonction de la taille de la liste la plus courte
m Toujours ©(n) dans le pire cas si n appels a MAKE-SET ont précédé

UNION(Xp, Xn—1) n—1

Analyse pour m opérations (dont n MAKE-SET) :
Nombre de mises 3 jour d'objets : n -+ 272_11 i = O(n?) (= colit amorti m Meilleur cas correspond au pire cas de I'approche naive : ©(m + n)
par opération : ©(n)) m Pire cas?

En intercalant m — 2n — 1 appels 3 FIND (O(1)), on obtient ©(m + n?)
pour le pire cas.



Borne supérieure sur le pire cas de |'union pondérée Ce qu'on a vu
Montrons que le pire cas est O(m + nlog n)
m Soit un objet x, combien de fois son pointeur vers la sentinelle
sera-t-il mis a jour au plus?
> Quand il est mis a jour, la liste a laquelle il appartient est la plus

courte des deux qui sont fusionnées ) m Quelques structures de données classiques et différentes
> La taille de sa liste est donc au moins doublée implémentations pour chacune d’elles

» Si k mises & jour ont lieu, on doit donc avoir 2¥ < n = k < log(n) > Liste, files simples, doubles et 3 priorité

m Pour n éléments, les n — 1 opérations d'union demandent donc un » Listes, vecteurs, séquences
temps O(nlog(n)). > Arbres
>

m Pour m opérations au total : O(m + nlog(n)) Ensembles disjoints

m Analyse amortie pour un vecteur

(Exercice : Montrez que le pire correspond a fusionner 3 chaque étape les
deux ensembles les plus petits)

Note : Il existe une implémentation a base d’arbres qui est O(m - «a(n))
avec a(n) un fonction de croissante tres lente en fonction de n
(a(10%0) = 4).

Ce qu’on n'a pas vu

m Notion d'itérateur Partie 5
m Tas binomial : alternative au tas binaire qui permet la fusion rapide
de deux tas Dictionnaires

m Evolution dynamique de la taille d'un tas (analyse amortie)
m Implémentation a base d'arbres d'une structure d'ensembles disjoints



Plan

1. Introduction
2. Arbres binaires de recherche

3. Tables de hachage

Dictionnaires

m Deux objectifs en général :

» minimiser le colit pour l'insertion et I'acces au données
> minimiser |'espace mémoire pour le stockage des données

m Exemples d'applications :

» Table de symboles dans un compilateur
» Table de routage d'un DNS

> ..

m Beaucoup d'implémentations possibles

Dictionnaires

m Définition : un dictionnaire est un ensemble dynamique d'objets avec
des clés comparables qui supportent les opérations suivantes :

» SEARCH(S, k) retourne un pointeur x vers un élément dans S tel que
x.key = k, ou NIL si un tel élément n'appartient pas a S.

» INSERT(S, x) insére I'élément x dans le dictionnaire S. Si un élément
de méme clé se trouve déja dans le dictionnaire, on met a jour sa
valeur

» DELETE(S, x) retire I'élément x de S. Ne fait rien si I'élément n'est
pas dans le dictionnaire.

m Pour faciliter la recherche, on peut supposer qu’il existe un ordre
total sur les clés.

Liste liée

Premiere solution :
m On stocke les paires clé-valeur dans une liste liée
m Recherche :

L1ST-SEARCH(L, k)

1 x = L. head
2 while x # NIL A x. key # k
3 X = X.next

4  return x

m Insertion (resp. Suppression)

» On recherche la clé dans la liste

> Si elle existe, on remplace la valeur (resp. on la supprime)

> Si elle n'existe pas, on la place en début de liste (resp. on ne fait rien)
m Complexité au pire cas (meilleur cas ?)

> Insertion : ©(N)

> Recherche : ©(N)

> Suppression : ©(N)



Vecteur trié

Deuxieme solution :
m On suppose qu'il existe un ordre total sur les clés
m On stocke les éléments dans un vecteur qu’'on maintient trié

m Recherche dichotomique (approche “diviser-pour-régner”)

BINARY-SEARCH(V, k, low, high)
1 if low > high

2 return NIL

3 mid = [(low + high)/2|

4 x = ELEM-AT-RANK(V/, mid)

5 if k == x.key

6 return x

7 elseif k > x.key

8 return BINARY-SEARCH(V/, k, mid + 1, high)
9 else return BINARY-SEARCH(V/, k, low, mid — 1)

Complexité au pire cas : ©(log n)

Dictionnaires : jusqu'ici

Pire cas En moyenne

Implémentation SEARCH INSERT DELETE SEARCH INSERT DELETE

Liste ©(n) ©(n) ©(n) ©(n) ©(n) ©(n)

Vecteur trié O©(logn) ©(n) ©(n) O(logn) ©(n)  ©O(n)

Peut-on obtenir a la fois une insertion et une recherche “efficaces” ?

Vecteur trié

m Insertion : recherche de la position par BINARY-SEARCH puis
insertion dans le vecteur par INSERT-AT-RANK (=décalage des
éléments vers la droite).

m Suppression : recherche puis suppression par REMOVE-AT-RANK
(=décalage des éléments vers la gauche).
m Complexité au pire cas (meilleur cas ?)

> Insertion : ©(N) (on doit décaler les éléments a droite de la clé)
> Recherche : ©(log N) (recherche dichotomique)
> Suppression : ©(N) (on doit décaler les éléments a gauche de la clé)

(Si le vecteur est implémenté par un tableau extensible!)
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Arbres binaires de recherche

m Une structure d'arbre binaire implémentant un dictionnaire, avec des
opérations en O(h) ou h est la hauteur de I'arbre

m Chaque nceud de I'arbre binaire est associé a une clé
m L'arbre satisfait a la propriété d'arbre binaire de recherche

» Soient deux noeuds x et y.
» Si y est dans le sous-arbre de gauche de x, alors y.key < x.key
» Si y est dans le sous-arbre de droite de x, alors y.key > x.key

Implémentation des arbres binaires

Implémentation des arbres binaires dans ce chapitre (pour simplifier les
algorithmes a venir) :

m T représente I'arbre, qui consiste en un
ensemble de nceuds X. parent
m T .root est le nceud racine de 'arbre T

node x
m Neeud x k = x. key

> x.parent est le parent du noceud x

> x.key est la clé stockée au nceud x

> x.left est le fils de gauche du nceud x
> x.right est le fils de droite du noeud x

x. left X.right

Pour simplifier les notations, nos fonctions seront implémentées
directement sur base de cette implémentation (et pas de I'interface
générale vue précédemment)

Parcours d'un arbre binaire de recherche

:> <27 57 57 67 77 8>

m Le parcours infixe d'un arbre binaire de recherche permet d’'afficher
les clés par ordre croissant

INORDER-TREE-WALK(x)

1 if x # NIL
2 INORDER-TREE-WALK(x. left)
3 print x. key

4 INORDER-TREE-WALK(x. right)



Recherche dans un arbre binaire Recherche dans un arbre binaire

m Recherche binaire

TREE-SEARCH(x, k) m TREE-SEARCH est récursive terminale.
1 if x == NIL or k == x. key m Version itérative
2 . return x ITERATIVE-TREE-SEARCH( T, k)
3 if k < x.key B
4 return TREE-SEARCH(x. left, k) ; Xh_'l T.rooliIIL . B
5 else return TREE-SEARCH(x. right, k) while x # and k # x. key
3 if k < x.key
Appel initial (a partir d’un arbre T) 4 X = X./Eft
TREE-SEARCH( T . root, k) 5 else x = x.right
6 return x
m Complexité? T(n) € O(h), ou h est la hauteur de I'arbre
m Pirecas: h=n
Clés maximale et minimale Successeur et prédécesseur

m Etant donné un noeud x, trouver le nceud contenant la valeur de clé
suivante (dans |'ordre)
m Etant donné la propriété d'arbre binaire

> La clé minimale se trouve dans le nceud le plus a gauche
» La clé maximale se trouve dans le noceud le plus a droite

TREE-MINIMUM(X) TREE-MAXIMUM(x)
1 while x./eft # NIL 1 while x.right # NIL
2 x = x.left 2 x = x.right
3 return x 3 return x
m Complexité : O(h), ou h est la hauteur de I'arbre. Ex : successeur de 15 — 17, successeur de 4 — 6.

m Le successeur de x est le minimum du sous-arbre de droite s'il existe
m Sinon, c'est le premier ancétre a de x tel que x tombe dans le
sous-arbre de gauche de a.



Successeur et prédécesseur

TREE-SUCCESSOR(x)
1 if x.right # NIL
2 return TREE-MINIMUM(x. right)
3 y = x.parent

4  while y # NIL and x == y.right
5

6

7

X=y
y = y.parent
return y

Complexité : O(h), ou h est la hauteur de I'arbre

(Exercice : TREE-PREDECESSOR)

Insertion

TREE-INSERT(T, z)

1 y = NIL

2 x = T.root

3  while x # NIL

4 y=x

5 if z. key < x. key

6 x = x.left

7 else x = x.right

8 z.parent =y

9 if y==NIL
10 // Tree T was empty
11 T.root = z Complexité : O(h) ol h est la
12  elseif z. key < y.key hauteur de I'arbre
13 y.left = z

14 else y.right = z

Insertion

’
.
’

@ @

m Pour insérer x, on recherche la clé x. key dans |'arbre

m Si on ne la trouve pas, on I'ajoute a I'endroit ou la recherche s’est
arrétée.

Suppression

3 cas a considérer en fonction du noeud z a supprimer :

m z n'a pas de fils gauche : remplacer z par son fils droit

NIL r



m z a deux fils : rechercher le successeur y de z.
NB : y est dans le sous-arbre de droite et n'a pas de fils gauche.

> Si y est le fils droit de z, remplacer z par y et conserver le fils droit de y

» Sinon, y est dans le sous-arbre droit de z mais n'en est pas
la racine. On remplace y par son propre fils droit et on remplace z par y.

Arbres binaires de recherche

m Toutes les opérations sont O(h) ou h est la hauteur de I'arbre
m Si n éléments ont été insérés dans |'arbre :
» Au pire, h=n—1¢€ O(n)
> Elements insérés en ordre
» Au mieux, h = [log, n] € ©(log n)
» Pour un arbre binaire complet
» En moyenne, on peut montrer que h € ©(log n)
> En supposant que les éléments ont été insérés en ordre aléatoire

Suppression

TREE-DELETE(T, z)
1 if z.left == NIL
TRANSPLANT(T, z, z.right)
elseif z.right == NIL
TRANSPLANT( T, z, z.left)

N

TRANSPLANT(T, u, v)

3

4

5 else / z has two children 1 if u.parent == NIL

6 y = TREE-SUCCESSOR(z) 2 T.root = v

7 if y.parent # z 3 elseif u == u.parent.left
8 TRANSPLANT(T,y, y.right) 4 u. parent.left = v

9 y.right = z.right 5 else u.parent.right = v
10 y.right.parent = y 6 if v # NIL

11 / Replace z by y 7 v.parent = u.parent
12 TRANSPLANT(T, z,y)

13 y.left = z.left

14 y.left.parent = y

Complexité : O(h) pour un arbre de hauteur h
(Tout est O(1) sauf I'appel a TREE-SUCCESSOR).

Profondeur moyenne d'un nceud
m Montrons que la profondeur moyenne d'un nceud dans un ABR construit
aléatoirement est ©(log n)

m Soit P(n) la somme totale moyenne des profondeurs des nceuds d'un ABR
construit a partir de n clés introduites dans un ordre aléatoire. La
profondeur moyenne recherchée est P(n)/n.

m Ona:

._.
S|

n—

P(n) = >

i=0

(P(i)+ P(n—i—1)+n—1),P(1)=0

En effet :

> La premiére clé introduite dans I'’ABR a autant de chance d’étre a
chaque position de la liste triée des clés.

> Si elle est a la position 7 + 1 le sous-arbre de gauche contient i clés et
celui de droite n — i — 1 clés.

» La profondeur de chaque nceud a droite et a gauche de la racine est
augmentée de 1 par rapport a sa profondeur dans les sous-arbres a
gauche et a droite.



Profondeur moyenne d'un nceud

m Cette récurrence peut se réécrire en :

n—1
1
P(n) = S Z(P()+P(n—i—1 ~1.
(n) iz;n( ()+P(h—i=1))+n
qui est identique a celle du QUICKSORT (voir le transp. 179)
m On en déduit :

= P(n) € ©(nlogn)
= @ € O(log n)

m En moyenne, la recherche d'une clé parmi celles stockées dans un

ABR obtenu apres insertion des clés dans un ordre aléatoire est donc

O(log n)

Dictionnaires : jusqu'ici

Pire cas En moyenne

Implémentation SEARCH INSERT DELETE SEARCH INSERT DELETE

Liste ©(n) ©(n) ©(n) O(n) O(n) O(n)
Vecteur trié O(logn) ©(n) ©(n) O(logn) ©(n) O(n)
ABR ©(n) ©(n) ©(n) ©O(logn) O(logn) O(logn)

m Peut-on obtenir ©(log n) dans le pire cas? Oui!
m Deux solutions :
» Utiliser de la randomisation pour que le probabilité de rencontrer le

pire cas soit négligeable
» Maintenir les arbres équilibrés

Tri avec un arbre binaire de recherche

BINARY-SEARCH-TREE-SORT(A)

1 T = “Empty binary search tree”
2 fori=1ton

3 TREE-INSERT( T, A[])

4 INORDER-TREE-WALK(T. root)

m Exemple : A=[6,5,7,2,5,8]

m Complexité en temps identique au quicksort
» Insertion : en moyenne, n- O(log n) = O(nlog n), pire cas : ©(n?)
» Parcours de I'arbre en ordre : ©(n)
» Total : ©(nlogn) en moyenne, @(n?) pour le pire cas
m Complexité en espace cependant plus importante, pour le stockage
de la structure d'arbres.
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Arbres équilibrés

m Solution générale pour obtenir une complexité au pire cas en
O(logn) :

» Définir un invariant sur la structure d'arbre

» Prouver que cet invariant garantit une hauteur ©(log n)

> Implémenter les opérations d’insertion et suppression de maniére a
maintenir I'invariant

» Si ces opérations ne sont pas trop cofiteuses (p.ex., O(log n)), on
aura gagné

m Plusieurs types d'arbres équilibrés :
» Arbres AVL
> Invariant : Arbres H-équilibrés

» Arbres rouges et noirs (voir INFO0027)
> Arbres 2-3-4
» Splay trees, Scapegoat trees, treaps. ..

Arbres H-équilibrés

Démonstration
Etant donné un arbre H-équilibré de taille n et de hauteur h > 1, pour h
fixé, n est
m Maximum : quand I'arbre est complet, soit quand
n=2"1_1=n4+1<2" = log(n+1) < h+1= hecQogn)
m Minimum : quand n = N(h) ou N(h) est la taille d'un arbre
H-équilibré de hauteur h qui a le moins d'éléments.

» N(h) peut étre défini par récurrence par
N(h) =14+ N(h—1)+ N(h—2) avec N(0) =1 et N(1) = 2.

hQI h—1

Arbres H-équilibrés
m Définition :
T est H — équilibré < |h(g(T")) — h(d(T"))| < 1,

pour tout sous-arbre T" de T, et ou g(X), d(X) et h(X) sont resp.
le sous-arbre gauche, le sous-arbre droit et la hauteur3 de I'arbre X.

(Les hauteurs des deux sous-arbres d’'un méme nceud différent au
plus de un)

m Propriété :
Pour tout arbre H-équilibré de taille n et de hauteur h, on a

h € ©(log n)
Plus précisément, on peut prouver :

log(n+1) < h+1<1,44log(n+2)

3. Par définition, la hauteur d’un arbre vide est -1.

» On a donc
N(h) =1+ N(h— 1)+ N(h — 2)
= N(h) > 2N(h—2) (car N(h—1) > N(h—2))
= N(h) > 2n/?
= h<2logN(h)
» dont on peut tirer que h € O(log n)

m On en déduit que
h = ©(log n)



Borne supérieure plus précise Arbres AVL

» En notant F(h) = N(h)+ 1, ona F(h)=F(h—1)+ F(h—2) avec
F(0)=2 F(1)=3
» F est un récurrence de Fibonacci qui a pour solution
m Définition : Un arbre AVL est un arbre binaire de recherche

F(h) = i(¢h+3 —¢'"3) avec ¢ = L+vs o= 1= V5 H-équilibré
vs 2 2 m Inventé par Adelson-Velskii et Landis en 1960
» Ona m Recherche :

N(h)+1= 3 g/h+3) > Par la fonction TREE-SEARCH puisque c'est un arbre binaire

1
Vs
» Complexité ©(log n) étant donné la propriété
> ce qui donne m Insertion :

n 1> (gt ) s i(¢h+3 _1) : 8n in,sé_:fr.e I'élérr’_ent comme dans un :arbre binaire classique
V5 V5 n veritie que l'invariant est respecté
» Si ce n'est pas le cas, on modifie I'arbre
(car |¢/] < 1)
> En prenant le log, des deux membres :

h+1<1,44log(n+2)

Rotations Insertion dans un AVL

e Right-Rotate e /_\

Left-Rotate

k<a a<k<b a<k<b k>0
LEFT-ROTATE(x) RIGHT-ROTATE(x)
1 r = x.right 1 | = x left m Insérer le nouvel élément comme dans un arbre binaire de recherche
2 x.right = r.left 2 x.left = I.right ordinaire
3 r.left = x 3 l.right = x m L'insertion peut créer un déséquilibre (I'arbre n’est plus H-équilibré)
4 return r 4 return / m Remonter depuis le nouveau nceud jusqu'a la racine en restaurant

I'équilibre des sous-arbres rencontrés si nécessaire
Les rotations maintiennent la propriété d'arbre binaire de recherche



Equilibrage

m Soit x le nceud le plus bas violant I'invariant apres I'insertion
» Tous ses sous-arbres sont H-équilibrés

> Il'y a une différence d’au plus 2 niveaux entre ses sous-arbres gauche

et droit
m Comment rétablir |'équilibre ?
m Deux cas possibles (selon insertion a droite ou a gauche) :

Cas1l Cas 2

h+2 h+2

ho1 h+1 h+1 h—1

[\ [\
[\ [\

(Déséquilibre a droite) (Déséquilibre a gauche)

Cas 1.1 : déséquilibre a droite, extérieur (droite-droite)

m Equilibre rétabli par une rotation a gauche de x

LEFT-ROTATE(x)
h+2

Cas 1 : déséquilibre a droite

m Deux sous-cas possibles

Cas 1.1

h+2

/5N )\ JANDA
[\ [\
Déséquilibre a I'extérieur Déséquilibre a I'intérieur
(Cas droite-droite) (Cas droite-gauche)

(Pourquoi le cas B et C de hauteur h n'est pas possible ?)

Cas 1.2 : déséquilibre a droite, intérieur (droite-gauche)

m Une rotation a gauche ne permet pas de rétablir I'équilibre

LEFT-ROTATE(X)

hot2 /—\ ht2
ha1 h+1
h—1 * h—1
h—1 h—1
h C

TANACAN VAN
[\ [\

m Le sous-arbre B contient au moins un élément (I'élément inséré)




Cas 1.2 : déséquilibre a droite, intérieur (droite-gauche)

m Equilibre rétabli par deux rotations

RIGHT-ROTATE(y)
LEFT-ROTATE(x)

Implémentation

m Algorithme récursif : Pour insérer une clé dans un arbre T :
» On I'insére (récursivement) dans le sous-arbre approprié (gauche ou
droit)
» Si I'arbre résultant T devient déséquilibré, on effectue une rotation
simple ou double selon le cas dans lequel on se trouve
m L'arbre aprés rééquilibrage étant de la méme hauteur qu'avant
I'insertion, on n'aura a faire qu'au plus une rotation (simple ou
double).
m L'implémentation est facilitée si on maintient en chaque nceud x un
attribut x. h avec la hauteur du sous-arbre en x.
m Complexité :

» O(h) ou h est la hauteur de I'arbre,
» c'est-a-dire O(log n) vu que I'arbre est H-équilibré.

Cas 2 : déséquilibre a gauche

m Symétrique du cas 1

m Deux sous-cas possibles

Cas 2.1 Cas 2.2

AANWAN
Déséquilibre a I'extérieur Déséquilibre a I'intérieur

(Cas gauche-gauche) (Cas gauche-droite)

m Résolus respectivement par une rotation (a droite) et une double
rotation.

Suppression

m Comme pour l'insertion, on doit rétablir I'équilibre suite a la
suppression

m La suppression d'un nceud peut déséquilibrer le parent de ce nceud

m Contrairement a l'insertion, on peut devoir rééquilibrer plusieurs
ancétres du nceud supprimé.

m Chaque rotation étant d'ordre O(1), la complexité d'une suppression

reste cependant O(h) pour un arbre de hauteur h et donc O(log n)
pour un AVL.



Tri avec un AVL

m Comme avec un arbre de binaire de recherche ordinaire, on peut
trier avec un AVL

» On insere les éléments successivement dans |'arbre
» On effectue un parcours en ordre de I'arbre

m Complexité en temps : ©(nlogn) (comme pour le tri par tas)

m Complexité en espace : ©(n) (pour la structure d'arbre temporaire)
(versus O(1) pour le heap-sort)

Demo

[llustrations :
m http://people.ksp.sk/~kuko/bak/
m http://www.csi.uottawa.ca/~stan/csi2b14/applets/avl/BT.html
m http://www.cs.jhu.edu/~goodrich/dsa/trees/avlitree.html

m http://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/flash.html

Dictionnaires : jusqu'ici

Pire cas En moyenne

Implémentation SEARCH INSERT DELETE SEARCH INSERT DELETE

Liste O(n) O(n) O(n) O(n) O(n) O(n)
Vecteur trié O(logn) ©O(n) ©(n) ©O(logn) ©O(n) O(n)
ABR O(n) ©(n) ©(n) ©O(logn) O(logn) O(log n)
AVL O(logn) O(logn) O(logn) ©(logn) O(logn) ©(logn)

m Peut-on faire mieux?

m Oui, en changeant radicalement de philosophie

Plan

3. Tables de hachage
Principe
Fonctions de hachage
Adressage ouvert
Comparaisons



Tableau a acces direct

m On suppose :
> que chaque élément a une clé tirée d'un univers
U=1{0,1,...,m—1} ol m n’est pas trop grand
» qu'il ne peut pas y avoir deux éléments avec la méme clé.
m Le dictionnaire est implémenté par un tableau T[0...m —1] :

» Chaque position dans la table correspond a une clé de U.

» S'il y a un élément x avec la clé k, alors T[k] contient un pointeur
vers Xx.

» Sinon, T[k] est vide (T[k] = NIL).

Tableau a acces direct

m Complexité de toutes les opérations : O(1) (dans tous les cas)
m Probléeme :
» Complexité en espace : O(|U|)
> si 'univers de clés U est grand, stocker une table de taille |U| peut
étre peu pratique, voire impossible
m Souvent I'ensemble des clés réellement stockées, noté K, est petit
comparé a U et donc I'espace alloué est gaspillé.

m Comment bénéficier de I'acceés rapide d'une table a acces direct avec
une table de taille raisonnable?

= Table de hachage :

» Réduit le stockage a O(|K])
> Recherche en O(1) (en moyenne!)

Tableau a acces direct

T
0
? : key  satellite data
(universe of keys) 2 \
0 L] 6 L] 2
3 3
/ 4
5
——=—>{5] |
(actual / 6
keys) K
—*—>{s] |
/ 9

DIRECT-ADDRESS-SEARCH( T, k)
1 return T[k]

DIRECT-ADDRESS-INSERT( T, x)
1 return T[x.key] = x

DIRECT-ADDRESS-DELETE( T, x)
1 return T[x.key] = NIL

Table de hachage

m Inventée en 1953 par Luhn
m Idée :

» Utiliser une table T de taille m < |U|
» stocker x a la position h(x.key), ol h est une fonction de hachage :

h:U—={0,...,m—1}

HASH-INSERT( T, x) HASH-DELETE( T, x)
1 T[h(x.key)] = x 1 T[h(x.key)] = NIL

HASH-SEARCH( T, x)
1 return T[h(x.key)]

Est-ce que ces algorithmes sont corrects ?



Table de hachage : collisions Paradoxe des anniversaires

m Hypothese :

0
: » On néglige les années bissextiles

LR o h(ky) > Les 365 jours présentent la méme probabilité d'étre un jour
htky) d'anniversaire
h(ky) = h(ks) m Si p est la probabilité d'une collision d'anniversaires :
hks) 1 364 363 362 365—(n—1) 365!
" P~ 365 365 365 365 (365 n)I365"

Exemples :
m Collision : lorsque deux clés distinctes k; et ko sont telles que »n=23=p>0,5
h(k1) = h(k2) » n=57=p>0,99

. . , , » n=70= p>0,999
m Cela se produit toujours lorsque le nombre de clés observées est plus

grand que la taille du tableau T (|K| > m) = Pour une table de hachage -

m Tres probable, méme lorsque la fonction de hachage répartit les clés > m = 365 et 57 clés = plus de 99% de chance de collision
uniformément = Paradoxe des anniversaires > m = 1000000 et 2500 clés = plus de 95% de chance de collision

Collision Résolution des collisions par chainage

Solution : mettre les éléments qui sont “hachés” vers la méme position

m Pour éviter les collisions : dans une liste liée (simple ou double)

> on veille a utiliser une fonction de hachage qui disperse le plus
possible les clés vers les différents compartiments.

T
> on utilise un nombre de compartiments suffisamment grand /
. e . ~ U — T L x
Cependant, méme dans ce cas, la probabilité de collision peut étre (universe of keys) v /|4 [6]/]
non négligeable. ‘ V%
K, ki — £ ]
m Deux approches pour prendre en compte les collisions : (actual . T 7 /] T ] T2 [K]/]
» Le chainage (adressage fermé) : . el
> Le sondage (adressage ouvert) I / [ks] T %] /]
/




Implémentation des opérations

CHAINED-HASH-INSERT( T, x) CHAINED-HASH-DELETE( T, x)
1 LisT-INSERT( T [h(x. key)], x) 1 LisT-DELETE( T[h(x. key)], x)

CHAINED-HASH-SEARCH( T, k)
1 return L1sST-SEARCH( T [h(k)], k)

m Complexité :
> Insertion : O(1)
» Suppression : O(1) si liste doublement liée, O(n) pour une liste de
taille n si liste simplement liée.
» Recherche : O(n) si liste de taille n.

Analyse du cas moyen

m Hypotheses :

> h produit un hachage uniforme simple
> le calcul de h(k) est ©(1)
> Insertion en début de liste

m = complexités moyennes :

» recherche négative : (1 + «)
» recherche positive : ©(1 + «)

m Si n= O(m), (m croit au moins linéairement avec n),

a:@:O(l)

m Toutes les opérations sont donc O(1) en moyenne

Analyse du cas moyen

m Recherche d'une clé k dans la table :
» recherche positive : la clé k se trouve dans la table
» recherche négative : la clé k n'est pas dans la table

m Le facteur de charge d'une table de hachage est donné par oo = -

ou :
> n est le nombre d'éléments dans la table
> m est la taille de la table (c'est-a-dire, le nombre de listes liées)

m hachage uniforme simple : Pour toute clé k € U,

1
Proba{h(k) =i} = —,Vi€ {0,...,m—1}
m

[} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Analyse du cas moyen : recherche négative

m La clé k ne se trouve pas dans la table

m Par la propriété de hachage uniforme simple, elle a la méme
probabilité d'étre envoyée vers chaque position dans la table.

m Recherche négative requiere le parcours de la liste T[h(k)] complete
m Cette liste a une longueur moyenne E[np] = a.

m Le nombre d'éléments a examiner lors d'une recherche négative est
donc a.

m En ajoutant le temps de calcul de la fonction de hachage, on arrive a
une complexité moyenne O(1 + «).



Analyse du cas moyen : recherche positive

m La clé k se trouve dans la table
m Supposons qu'elle ait été insérée a la i-ieme étape (parmi n).

» Le nombre d’éléments a examiner pour trouver la clé est le nombre
d’éléments insérés a la position h(k) apres k plus 1 (la clé k
elle-méme).

» En moyenne, sur les n — i insertions aprés k, il y en aura (n—i)/m
qui correspondront a la position h(k).

m k ayant pu étre insérée a n'importe quelle étape parmi n avec une
probabilité 1/n :

"1 n—i 1 < Ny 1, , n(n+1) o«

Z;(1+ —)= 1+m(§n—;:) =1t (=S ) = 1k g — o

i=1

m En tenant compte du coiit du hachage, la complexité en moyenne
est donc ©(2 + a/2 — a/2n) = O(1 + a).

Fonctions de hachage

m Idéalement, la fonction de hachage

» devrait &tre facile a calculer (O(1))
» devrait satisfaire I'hypothése de hachage uniforme simple

m La deuxieme propriété est tres difficile a assurer en pratique :
» La distribution des clés est généralement inconnue
» Les clés peuvent ne pas étre indépendantes
m En pratique, on utilise des heuristiques basées sur la nature attendue
des clés
m Si toutes les clés sont connues, il existe des algorithmes pour
construire une fonction de hachage parfaite, sans collision
(Exemple : le logiciel gperf)

Plan

3. Tables de hachage

Fonctions de hachage

Fonctions de hachage : codage préalable

m Les fonctions de hachage supposent que les clés sont des nombres
naturels

m Si ce n'est pas le cas, il faut préalablement utiliser une fonction de
codage
m Exemple : codage des chaines de caracteres :

» On interprete la chaine comme un entier dans une certaine base
» Exemple pour “SDA" : valeurs ASCII (128 possibles) :

5 —83,D=68,A=65
> Interprété comme |'entier : (Pourquoi pas 83+68+657)
(83 -1282) + (68 - 128") + (65 - 128°) = 1368641

» Calculé efficacement par la méthode de Horner :

((83- 128 + 68) - 128 + 65)



Méthode de division
La fonction de hachage calcule le reste de la division entiere de la clé par

la taille de la table
h(k) = k mod m.

Exemple : m =20 et k =91 = h(k) = 11.
Avantages : simple et rapide (juste une opération de division)

Inconvénients : Le choix de m est trés sensible et certaines valeurs
doivent &tre évitées

Exemples :
m Si m = 2P pour un entier p, h(k) ne dépend que des p bits les moins
significatifs de k
> Exemple : “"SDA” mod 128= “GAGA” mod 128=65
m Si k est une chaine de caractéres codée en base 2P et m = 2P — 1,
permuter la chaine ne modifie pas le valeur de hachage

» Exemple : “SDA"=1368641, “DSA"=1124801
= 1368641 mod 127 = 1124801 mod 127 = 89

Méthode de multiplication

m Fonction de hachage :

h(k) = |m- (kA mod 1)|

N

ou

» A est une constante telle que 0 < A < 1.
» kAmod 1 = kA — | kA] est la partie fractionnaire de kA.

m Inconvénient : plus lente que la méthode de division
m Avantage : la valeur de m n’est plus critique

m La méthode marche mieux pour certaines valeurs de A. Par

exemple :
V5 -1

A:
2

Méthode de division

m Si la fonction de hachage produit des séquences périodiques, il vaut
mieux choisir m premier

m En effet, si m est premier avec b, on a :
{(a+ b-i)mod mli=0,1,2,...} ={0,1,2,...,m—1}

m Exemple : hachage de {206,211,216,221,...}

» m = 100 : valeurs hachées possibles : 6, 11,..., 96
» m = 101 : toutes les entrées sont exploitées

= Bonne valeur de m : un nombre premier pas trop prés d'une
puissance exacte de 2

Méthode de multiplication : implémentation

Calcul aisé si :
m m = 2P pour un entier p

m Les mots sont codés en w bits et les clés k peuvent étre codées par
un seul mot

m A de la forme s/2% pour 0 < s < 2%

o ‘
~——— extract p bits

binary poin/

Exemple :m=23, w=5(=0<s<2%),s=13, A=13/32 = h(21) =4




Plan Adressage ouvert : principe

m Alternative au chalnage pour gérer les collisions

m Tous les éléments sont stockés dans le tableau (pas de listes
chainées)

m Ne fonctionne que si @ < 1

3. Tables de hachage m Pour insérer une clé k, on sonde les cases systématiquement a partir
' de h(k) jusqu'a en trouver une vide.

m Différentes méthodes en fonction de la stratégie de sondage
Adressage ouvert

Adressage ouvert : stratégie de sondage Adressage ouvert : recherche et insertion
On définit une nouvelle fonction de hachage qui dépend de la clé et du HAS_H_SEARCH( T, k) HAS_H_INSERT( T, k)
numéro du sondage : I i=0 1 i=0
2 repeat 2 repeat
h:Ux{0,1,....,m—1} = {0,1,....m—1} 3 j = h(k,i) 3 j = h(k,i)
et qui est telle que 5 return j 5 T[] = k
6 I=i+1 6 return |
(h(k,0), h(k;1),..., h(k,m —1)) 7 until T[]==NILori==m 7 else i = i+1
. 8 return NIL 8 until i==m
est une permutation de (0,1,...,m—1). 9 error “hash table overflow”
01 2 m-|
012 m-1
IS N
h(k,0) h(k,1) hk?2)  h(k3) T~

h(k,0) h(k,1) h(k2)  h(k3)



Adressage ouvert : suppression

m La suppression est possible mais pas aisée
» On évitera |'utilisation de |'adressage ouvert si on prévoit de
nombreuses suppressions de clés dans le dictionnaire
m On ne peut pas naivement mettre NIL dans la case contenant la clé
k qu’on désire effacer
m Solution :
» Utiliser une valeur spéciale DELETED au lieu de NIL pour signifier
qu'on a effacé une valeur dans cette case
> Lors d'une recherche : considérer un case contenant DELETED
comme une case contenant une clé
> Lors d'une insertion : considérer une case contenant DELETED
comme une case vide.

m Inconvénient : le temps de recherche ne dépend maintenant plus du
facteur de charge « de la table

Sondage linéaire

h(k,i) = (h'(k) + i) mod m,

ou (k) est une fonction de hachage ordinaire a valeurs dans
{0,1,...,m—1}.
Propriétés :

m trés facile a implémenter

m effet de grappe fort : création de longues suites de cellules occupées

i+1
m

» La probabilité de remplir une cellule vide est ol / est le nombre

de cellules pleines précédant la cellule vide

m pas trés uniforme

Stratégies de sondage

m Soit hy = (h(k,0), h(k,1),..., h(k,m— 1)) la séquence de sondage
correspondant a la clé k.
m Hachage uniforme :

» chacun des m! permutations de (0,1,...,m— 1) a la méme
probabilité d'étre la séquence de sondage d'une clé k.
» Difficile a implémenter.

m En pratique, on se contente d'une garantie que la séquence de
sondage soit une permutation de (0,1,...,m—1).

m Trois techniques pseudo-uniformes :

> sondage linéaire
» sondage quadratique
» double hachage

Sondage quadratique

h(k,i) = (W (k) + c1i 4+ c2i®) mod m,

ol i est une fonction de hachage ordinaire a valeurs dans
{0,1,...,m—1}, ¢ et ¢ sont deux constantes non nulles.

Propriétés :
m nécessité de bien choisir les constantes ¢; et ¢ (pour avoir une
permutation de (0,1,...,m — 1))
m effet de grappe plus faible mais tout de méme existant :
» Deux clés de méme valeur de hachage suivront le méme chemin

h(k,0) = h(k',0) = h(k,i) = h(K, )

m meilleur que le sondage linéaire



Double hachage

h(k, i) = (h1(k) + iha(k)) mod m,

ou hy et hy sont des fonctions de hachage ordinaires a
valeurs dans {0,1,..., m— 1}.

Propriétés :

m difficile a implémenter a cause du choix de hy et hy
(h2(k) doit étre premier avec m pour avoir une
permutation de (0,1,...,m—1)).

m tres proche du hachage uniforme

m bien meilleur que les sondages linéaire et
quadratique

Exemple : hi(k) = k mod 13, ha(k) =1+ (k mod 11),
insertion de la clé 14

Adressage ouvert versus chainage

m Chafnage :

» Peut gérer un nombre illimité d’'éléments et de collisions

» Performances plus stables

» Surcoiit lié a la gestion et le stockage en mémoire des listes liées

m Adressage ouvert :
» Rapide et peu gourmand en mémoire

On ne peut pas avoir n > m
Suppression problématique

vV vy

m D’'autres alternatives existent :

» Two-probe hashing
» Cuckoo hashing

> ..

O 0 N N N kR WD = O

—_ = =
N o= O

79

69

98

72

50

Choix de la fonction de hachage plus difficile (pour éviter les grappes)

Adressage ouvert : élément d'analyse

Pour une table de hachage a adressage ouvert de taille m contenant n

éléments (o = n/m < 1) et en supposant le hachage uniforme
m Le nombre moyen de sondages pour une recherche négative ou un
ajout est borné par ﬁ
m Le nombre moyen de sondages pour une recherche positive est borné

1 1
par o |0g 1o

= Si « est constant (n = O(m)), la recherche est O(1).
m Si o = 0.5, une recherche nécessite en moyenne 2 sondages
(1/(1 —0.5)).
m Si @ = 0.9, une recherche nécessite en moyenne 10 sondages

(1/(1 - 0.9)).

Le rehachage

m Lorsque « se rapproche de 1, les performances s'effondrent
m Solution : rehachage : création d'une table plus grande

» allocation d'une nouvelle table

» détermination d'une nouvelle fonction de hachage, tenant compte du
nouveau m

> parcours des entrées de la table originale et insertion dans la nouvelle
table

m Si la taille est doublée, le colit asymptotique constant des opérations
est conservé (voir slide 237).



Universal hashing Demo

m Les performances d'un table de hachage se dégrade fortement en cas
de collisions multiples
m Connaissant la fonction de hachage, un adversaire malintentionné
pourrait s'amuser a entrer des clés créant des collisions. Exemples :
» Création de fichiers avec des noms bien choisis dans le kernel Linux

2.4.20
» 28/12/2011 : nttp://www.securityweek. com/ m http://groups.engin.umd.umich.edu/CIS/course.des/cis350/
hash-table-collision-attacks-could-trigger-ddos-massive-scale hashing/WE’.B/HashApplet .htm

m C'est un exemple d’'attaque par déni de service

m Parade : hachage universel : choisir la fonction de hachage
aléatoirement a chaque création d'une nouvelle instance de la table

m Exemple :
h(k) = ((ak + b) mod p) mod m,

ol p est un premier trés grand et a et b deux entiers choisis
aléatoirement

Plan Dictionnaires : résumé

Pire cas En moyenne

Implémentation SEARCH INSERT DELETE SEARCH INSERT DELETE

Liste O(n) O(n) O(n) O(n) O(n) O(n)
Vecteur trié O(logn) ©(n) ©(n) ©(logn) ©(n) O(n)
ABR ©(n) ©(n) ©(n) ©(logn) O(logn) O(logn)
AVL O(logn) O(logn) O(logn) ©(logn) O(logn) ©(logn)

3. Tables de hachage
Table de hachage ©(n) O(n) O(n) O(1) o(1) O(1)

m Cas moyen valable uniquement sous |'hypothése de hachage
Comparaisons uniforme

m Comment obtenir ©(log n) dans le pire cas avec une table de
hachage?



ABR/AVL versus table de hachage

Tables de hachage :

m Faciles a implémenter

m Seule solution pour des clés non ordonnées )

m Accés et insertion tres rapides en moyenne (pour des clés simples) Partie 6

m Espace gaspillé lorsque « est petit / . .

m Pas de garantie au pire cas (performances “instables”) Résolution de prOblemeS

Arbres binaire de recherche (équilibrés) :
m Performance garantie dans tous les cas (stabilité)
m Taille de structure s'adapte a la taille des données

m Supportent des opérations supplémentaires lorsque les clés sont
ordonnées (parcours en ordre, successeur, prédécesseur, etc.)

m Acces et insertion plus lente en moyenne

Plan Méthodes de résolution de problemes

Quelques approches génériques pour aborder la résolution d'un

1. Introduction probléme :

m Approche par force brute : résoudre directement le probleme, a
2. Approche par force brute partir de sa définition ou par une recherche exhaustive

[

3. Diviser pour régner
4. Programmation dynamique |

5. Algorithmes gloutons



Approche par force brute (brute-force)

Consiste a appliquer la solution la plus directe a un probleme

Généralement obtenue en appliquant a la lettre la définition du
probleme
Exemple simple :

» Rechercher un élément dans un tableau (trié ou non) en le parcourant

linéairement

» Calculer a" en multipliant a n fois avec lui-méme

> Implémentation récursive naive du calcul des nombres de Fibonacci

>
Souvent pas tres efficace en terme de temps de calcul mais facile a
implémenter et fonctionnel

Recherche exhaustive

Une solution par force brute au probleme de la recherche d'un
élément possédant une propriété particuliere

Générer toutes les solutions possibles jusqu’a en obtenir une qui
possede la propriété recherchée

Exemple pour le tri :

» Générer toutes les permutations du tableau de départ (une et une
seule fois)

> Vérifier si chaque tableau permuté est trié. S'arréter si c'est le cas.

» Complexité : O(n! - n)

Généralement utilisable seulement pour des problemes de petite taille
Dans la plupart des cas, il existe une meilleure solution

Dans certains cas, c'est la seule solution possible

Exemple : tri

Approches par force brute pour le tri :

m Un tableau est trié (en ordre croissant) si tout élément est plus petit

que |'élément a sa droite

=> tri a bulle : parcourir le tableau de gauche a droite en échangeant
toutes les paires d'éléments consécutifs ne respectant pas cette
définition

Complexité : O(n?)

= tri par sélection : trouver le minimum du tableau, I'échanger avec
le premier élément, répéter pour trier le reste du tableau

Complexité : ©(n?)

Probléme du voyageur de commerce

m Etant donné n villes et les distances entre ces villes

m Trouver le plus court chemin qui passe par toutes les villes

exactement une fois avant de revenir a la ville de départ

Tour Colit
A-B-C-D-A 17
A-B-D-C-A 21

A-C-B-D-A 20
A-C-D-B-A 21
A-D-B-C-A 20
A-D-C-B-A 17

m Recherche exhaustive : O(n!)

m On n’a pas encore pu trouver un algorithme de complexité

polynomiale (et il y a peu de chance qu'on y arrive)



Force brute/recherche exhaustive Méthodes de résolution de problemes

Avantages : Quelques approches génériques pour aborder la résolution d'un
m Simple et d'application trés large probleme :
m Un bon point de départ pour trouver de meilleurs algorithmes m Approche par force brute : résoudre directement le probleme, a
m Parfois, faire mieux n'en vaut pas la peine partir de sa définition ou par une recherche exhaustive

m Diviser pour régner : diviser le probleme en sous-problémes, les
Inconvénients : résoudre, fusionner les solutions pour obtenir une solution au

. . . robleme original
m Produit rarement des solutions efficaces P g

S L . [
m Moins élégant et créatif que les autres techniques
Dans ce qui suit, on commencera la plupart du temps par fournir la
solution par force brute des probléemes, qu'on cherchera ensuite a "
résoudre par d'autres techniques
Plan Approche diviser-pour-régner (Divide and conquer)

Principe général :

m Si le probléme est trivial, on le résoud directement

3. Diviser pour régner m Sinon :
Exemple 1 : calcul du minimum/maximum d'un tableau 1. Diviser le probléme en sous-problémes de taille inférieure (Diviser)
Exemple 2 : Recherche de pics 2. Résoudre récursivement ces sous-problemes (Régner)
Exemple 3 : sous-séquence de somme maximale 3. Fusionner les solutions aux sous-problémes pour produire une solution

au probléme original



Exemples déja rencontrés

m Merge sort :

1. Diviser : Couper le tableau en deux sous-tableaux de méme taille
2. Régner : Trier récursivement les deux sous-tableaux
3. Fusionner : fusionner les deux sous-tableaux

Complexité : ©(nlog n) (force brute : ©(n?))
m Quicksort :
1. Diviser : Partionner le tableau selon le pivot
2. Régner : Trier récursivement les deux sous-tableaux
3. Fusionner : /
Complexité en moyenne : @(nlog n) (force brute : ©(n?))
m Recherche binaire (dichotomique) :

1. Diviser : Controler I'élement central du tableau
2. Régner : Chercher récursivement dans un des sous-tableaux
3. Fusionner : trivial

Complexité : O(log n) (force brute : O(n))

Exemple 1 : Calcul du minimum/maximum d'un tableau

m Approche par force brute pour trouver le minimum ou le maximum

d'un tableau

MiN(A) Max(A)

1 min = A[l] 1 max = A[1]

2 for i = 2 to A.length 2 for i = 2 to A.length
3 if min > A[i] 3 if max < A[i]

4 min = A[f] 4 max = A[i]
5 return min 5 return max

m Complexité : ©(n) (n — 1 comparaisons)
m Peut-on faire mieux?

» Non, pas en notation asymptotique (le probleme est ©(n))

» Par contre, on peut diminuer le nombre total de comparaisons pour

calculer a la fois le minimum et le maximum

Exemple 1 : Calcul du minimum/maximum d'un tableau

m Approche par force brute pour trouver le minimum ou le maximum
d'un tableau

MIiN(A) Max(A)

1 min = A[1] 1 max = A[1]

2 for i = 2 to A.length 2 for i = 2 to A.length
3 if min > Ali] 3 if max < A[i]

4 min = A[i] 4 max = Al[i]
5 return min 5 return max

m Complexité : ©(n) (n — 1 comparaisons)
m Peut-on faire mieux?

Calcul simultané du minimum et du maximum

m Approche diviser-pour-régner pour le calcul simultané du minimum
et du maximum

Max-MiN(A, p, r)
1 ifr—p<1

2 if Alp] < Alr]

3 return (A[r], Alp])

4 else return (A[p], A[r])

5 q= 2]

6 (maxl, minl) = Max-MIN(A, p, q)

7 (max2, min2) = MAax-MIN(A, g+ 1,r)

8 return (MAX(max1, max2), MIN(minl, min2))

Appel initial : MAX-MIN(A, 1, A.length)

m Correct ? Oui (preuve par induction)

m Complexité?



Analyse de complexité Exemple 2 : Recherche de pics

m En supposant que n est une puissance de 2, le nombre de
comparaisons T(n) est donné par :

) 6o —oo[ 1 [2]e]s[3]7]4]-o
T(n) = { 2T(n/2)+2 sinon
qui se résoud en : m Soit un tableau A[l.. A.length]. On supposera que
T(n) = 2T(n/2)+2 A[0] = A[A. length + 1] = —oc.
= 4T(n/4)+4+2 m Définition : A[i] est un pic s'il n'est pas plus petit que ses voisins :

= 8T(n/4)+8+4+2

j Ali — 1] < A[i] > Ali + 1]
2'T(n/2)+> 2

j=t (A[i] est un maximum local)
logy(n)—1 . - -
_ geml-ir(y) 4 Z o m But : trouver un pic dans le tableau (n'importe lequel)
=1 m Note : il en existe toujours un
= 3/2n-2
m C'est-a-dire 25% de comparaisons en moins que les méthodes
séparées
Approche par force brute Approche par force brute 2

o _ m Le maximum global du tableau est un maximum local et donc un pic
m Tester toutes les positions séquentiellement :

PEAKID(A)
PEAKID(A) 1 m= A0
1 for i =1to A length 2 fori =1 to A length
2 if Ali —1] < A[i]> A[i +1] 3 if A[i] > A[m]
3 return 4 m=i
5 return m

m Complexité : ©(n) dans le pire acas
m Complexité : ©(n) dans tous les cas



Une meilleure idée Algorithme

Approche diviser-pour-régner :
m Sonder un élément A[/] et ses voisins A[i — 1] et A[i + 1]

m Si c'est un pic : renvoyer | PEAKID(A, p, r)

= Sinon : 1 q= %]
> les valeurs doivent croitre au moins d'un c6té 2 if Alg—1] < Alg] > Alg + 1]
. . . ) 3 return g
Ali = 1] > A[i] ou A[i] < Al + 1] 4 elseif Alg —1] > Alq]
» Si A[i — 1] > A[i], on cherche le pic dans A[1..j—1] 2 | .;e/t\urn PEAKlDl(A’ Pa—1)
» Si A[i 4+ 1] > A[i], on cherche le pic dans A[i + 1..A.length] efseif Alq] < Alq +1]
' o 7 return PEAKID(A, g+ 1,r)
e Appel initial : PEAKID(A, 1, A.length)
ool 1 [2]e3®[3]7[4]-o0 i / e
m A quel position i faut-il sonder?
Analyse Extension a un tableau 2D
m Correction : oui m Soit une matrice n x n de

» On doit prouver qu'il y aura un pic du c6té choisi nombres
» Preuve par 'absurde :

m Trouver un élement plus
> Supposons que A[g + 1] > A[q] et qu'il n’y ait pas de pic dans P

Alg+1..7] grand ou égal a ses 4
> On doit avoir A[q + 2] > A[q + 1] (sinon A[g + 1] serait un pic) voisins (max)
» On doit avoir Alg + 3] > A[q + 2] (sinon A[q + 2] serait un pic)
L
» On doit avoir A[r] > A[r — 1] (sinon A[r — 1] serait un pic)
» Comme A[r] > A[r + 1] = —oo, A[r] est un pic, ce qui contredit
I"hypothese

(Demaine & Leiserson)

m Complexité :
» Dans le pire cas, on a T(n) = T(n/2)+ c; et T(1) = ¢ (idem
recherche binaire) m Approche par force brute : O(n?)

» = T(n) = O(logn) m Recherche du maximum : ©(n?)



Approche diviser-pour-régner Analyse : correction

m On doit prouver qu'il y a bien un pic du c6té choisi
m Preuve par I'absurde :
» Supposons qu'il n'y ait pas de pic
» Soient A[/, j] le maximum de la colonne centrale et A[/, k] le voisin le
plus grand (k=j—1ou k=j+1)
> A[i, k] doit avoir un voisin A[p1, g1] avec une valeur plus élevée
(sinon, ce serait un pic)

m Chercher le maximum global dans la
colonne centrale

m Si c'est un pic, le renvoyer
m Sinon appeler la fonction

récursivement sur les colonnes a > A[p1, q1] doit avoir un voisin A[p2, g2] avec une valeur plus élevée
gauche (resp. droite) si le voisin a (sinon, ce serait un pic)

auche (resp. droite) est plus grand ] Yo
& (resp ) s & 9799 T 5 98 > Le voisin doit toujours rester du méme c6té de la colonne centrale

(Demaine & Leiserson) (puisque A[i, k] > A[i,j] et A[i, ] est le maximum de la colonne j)
» A un certain point, on va manquer de points
» |l doit donc y avoir un pic

Analyse : complexité Exemple 3 : Achat/vente d’actions
120
110
100 \
90 \V
80
) 70
m O(n) pour trouver le maximum d’une colonne ol
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
m O(log n) itérations

Day | 0 1 2 3 4 5 6 7.8 910 11 12 1314 1516
O(nlog n) au total Price 100 113 110 85 105 102 86 63 81 101 94 106 101 79 94 90 97

m Peut-on faire mieux? Oui, il est possible de proposer un algorithme

m Soit le prix d'une action au cours de n jours consécutifs (prix a la
en O(n) (pas vu dans ce cours)

fermeture)
m On aimerait déterminer rétrospectivement :

» a quel moment, on aurait dii acheter et
» a quel moment, on aurait dii vendre

de maniére a maximiser notre gain



Exemple 3 : Achat/vente d’actions

Premiere stratégie :

Exemple 3 : Achat/vente d’actions

Premiere stratégie :
m Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum m Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum

m Pas correct : Le prix maximum ne suit pas nécessairement le prix
minimum

Exemple 3 : Achat/vente d’actions

Exemple 3 : Achat/vente d’actions
Premiere stratégie : Premiere stratégie :
m Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum

m Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum
m Pas correct : Le prix maximum ne suit pas nécessairement le prix

m Pas correct : Le prix maximum ne suit pas nécessairement le prix
minimum minimum

Deuxieme stratégie : Deuxieme stratégie :
m Soit acheter au prix minimum et vendre au prix le plus élevé qui suit

m Soit acheter au prix minimum et vendre au prix le plus élevé qui suit
m Soit vendre au prix maximum et acheter au prix le plus bas qui

m Soit vendre au prix maximum et acheter au prix le plus bas qui
précede précede
m Pas correct : B\
0 N\ /\
8 N\ N\
7 \/ N\
6 N\




Exemple 3 : Achat/vente d’actions
Premiere stratégie :
m Acheter au prix minimum, vendre au prix maximum

m Pas correct : Le prix maximum ne suit pas nécessairement le prix
minimum

Deuxieme stratégie :
m Soit acheter au prix minimum et vendre au prix le plus élevé qui suit
m Soit vendre au prix maximum et acheter au prix le plus bas qui

précede
m Pas correct : I "\
0 N\ /\
s N\ \
; \/ \
N S
() 1 2 3 4

Troisieme stratégie :
m Tester toutes les paires (force brute)
m Correct ? Complexité?

Approche par force brute

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A \ 13\_3 \_25\20\—3 \_16\_23\ 18\20\_7 \ 12\_5 \_22\ 15 \_4\ 7 \

maximum subarray

m Implémentation naive :

» On génére tous les sous-tableaux
» On calcule la somme des éléments de chaque sous-tableau
» On renvoie les bornes du (d'un) sous-tableau de somme maximale

m Complexité : ©(n?) sous-tableaux et O(n) pour le calcul de la
somme d'un sous-tableau = O(n%)

m On peut I'implémenter en ©(n?)

Achat/vente d'actions : transformation

Day ‘ 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Price 100 113 110 85 105 102 8 63 81 101 94 106 101 79 94 90 97
Change 13 -3 =25 20 -3 —-16 =23 18 20 =7 12 -5 =22 15 —4 7

m Transformation du probleme :
> Calculer le tableau A[i] = (prix du jour i)-(prix du jour i-1) (de taille
A.length = n en supposant qu'on démarre avec un prix au jour 0)
> Déterminer la sous-séquence non vide contigué de somme maximale
dans A
» Soit A[i..j] cette sous-séquence. Il aurait fallu acheter juste avant le
jour i (juste apres le jour i — 1) et vendre juste apres le jour j.
m Exemple dans le tableau ci-dessus : A[8..11] est la sous-séquence
maximale de somme 43 = acheter juste avant le jour 8 et vendre
juste apres le jour 11.

m Si on peut trouver la sous-séquence maximale dans un tableau, on
aura une solution a notre probléme d’achat/vente d'actions

Approche par force brute

MAX-SUBARRAY-BRUTE-FORCE(A)

1 n= A.length
2 max-so-far = —oo
3 for/=1ton
4 sum =0
5 for h=1/ton
6 sum = sum + A[h]
7 if sum > max-so-far
8 max-so-far = sum
9 low =/

10 high=h

11 return (low, high)

Complexité : ©(n?)
Peut-on faire mieux?



Approche diviser-pour-régner Approche diviser-pour-régner

crosses the midpoint

m Nouveau probleme : low S high
> trouver un sous-tableau maximal dans A[low .. high] (TTTTITIMTITITITITT]
» fonction MAXIMUM-SUBARRAY (A, low, high) ——— mid+l ~— —
m Diviser : entirely in A[low . . mid) entirely in A[mid + 1. . high]

» diviser le sous-tableau en deux sous-tableaux de tailles aussi proches
que possible
» choisir mid = |(low + high)/2|

m Régner :

m Fusionner :

» Rechercher un sous-tableau maximum qui traverse la jonction

» Choisir la meilleure solution parmi les 3

» trouver récursivement les sous-tableaux maximaux dans ces deux . .
cous-tableaux B MAX-CROSSING-SUBARRAY (A, low, mid, high)

> appeler MAXIMUM-SUBARRAY (A, low, mid) et » Force ’brutel : @(n )_(car n/2 choix pour I'extrémité gauche, n/2 choix
MAXIMUM-SUBARRAY (A, mid + 1, high) pour 'extrémité droite) o o
» Meilleure solution : on recherche indépendamment les extrémités

m Fusionner : 7 gauche et droite

MAX-CROSSING-SUBARRAY MAX-SUBARRAY
MAX-CROSSING-SUBARRAY (A, low, mid, high)
1 left-sum = —oc0
2 sum=0
3 for i = mid downto low MAX-SUBARRAY (A, low, high)
4 sum = sum + A[i] 1 if high== low
5 if sum > left-sum 2 return (low, high, A[low])
6 left-sum = sum else mid = |(low + high)/2]
7 max-left = i (left-low, left-high, left-sum) = MAX-SUBARRAY (A, low, mid)
8 right-sum = —oc0 (right-low, right-high, right-sum) = MAX-SUBARRAY(A, mid + 1, high)

3
4
5
9 sum=20 6 (cross-low, cross-high, cross-sum) =
10 for j = mid 4+ 1 to high 7 MAX-CROSSING-SUBARRAY (A, low, mid, high)
8

11 sum = sum + A[j] if left-sum > right-sum and left-sum > cross-sum

12 if sum > right-sum 9 return (left-low, left-high, left-sum)

13 right-sum = sum 10 elseif right-sum > left-sum and right-sum > cross-sum
14 max-right = j 11 return (right-low, right-high, right-sum)

15 return (max-left, max-right, left-sum + right-sum) Almid +1.. ] 12 else return (cross-low, cross-high, cross-sum)

low i mid ———— high

LT[ s [ [

——mid+1 ]
Complexité : ©(n) Ali .. mid)




Analyse

m Si on suppose que n est un multiple de 2, le nombre d'opérations
T(n) est donné par :

_J oa sin=1
T(n) = { 2T(n/2) 4 can  sinon

m Méme complexité que le tri par fusion = ©(nlog n)

m Peut-on faire mieux? On verra plus loin que oui

Méthodes de résolution de problemes

Quelques approches génériques pour aborder la résolution d'un
probleme :

m Approche par force brute : résoudre directement le probleme, a
partir de sa définition ou par une recherche exhaustive

m Diviser pour régner : diviser le probléeme en sous-problemes, les
résoudre, fusionner les solutions pour obtenir une solution au
probléme original

m Programmation dynamique : obtenir la solution optimale a un
probleme en combinant des solutions optimales a des sous-problemes
similaires plus petits et se chevauchant

Diviser pour régner : résumé

m Mene a des algorithmes treés efficaces

m Pas toujours applicable mais quand méme tres utile

m Applications :

» Tris optimaux
Recherche binaire
Probléme de sélection
Trouver la paire de points les plus proches
Recherche de I'enveloppe convexe (convex-hull)
Multiplication de matrice (méthode de Strassens)

v
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Plan

4. Programmation dynamique
Exemple 1 : découpage de tiges d'acier
Exemple 2 : Fibonacci
Exemple 3 : sous-séquence de somme maximale
Exemple 4 : plus longue sous-séquence commune
Exemple 5 : le probléeme 0-1 du sac a dos



Exemple 1 : découpage de tiges d'acier lllustration

m Soit la table de prix :

Longueuri‘l 2 3 45 6 7 8 9 10
Prix p; 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

m Soit une tige d'acier qu'on découpe pour la vendre morceau par
morceau m Découpes possibles d'une tige de longueur n =4
m La découpe ne peut se faire que par nombre entier de centimeétres 0 1 ) s s ) |
m Le prix de vente d'une tige dépend (non linéairement) de sa longueur a1 0o ) QI
m On veut déterminer le revenu maximum qu'on peut attendre de la s s s Do
vente d'une tige de n centimétres OO OO MDD COODD
m Probleme algorithmique :
» Entrée : une longueur n > 0 et une table de prix p;, pour ] i ] o
i=1,2,...,n m Meilleur revenu : découpage en 2 tiges de 2 centimétres, revenu de
> Sortie : le revenu maximum qu’on peut obtenir pour des tiges de 10
longueur n
Approche par force brute ldée

m Soit r; le revenu maximum pour une tige de longueur |
m Enumérer toutes les découpes, calculer leur revenu, déterminer le
revenu maximum

m Peut-on formuler r, de maniere récursive ?
o . m Déterminons r; pour notre exemple :
m Complexité : exponentielle en n :
> Il y a 2"~ manieres de découper une tige de longueur n (on peut
couper ou non aprés chacun des n — 1 premiers centimétres)
» Plusieurs découpes sont équivalentes (1+1+2 et 14+2+1 par exemple)
mais méme en prenant cela en compte, le nombre de découpes reste
exponentiel

r solution optimale

1 1 (pas de découpe)
5 2 (pas de découpe)
8 3 (pas de découpe)
10 2+2

13 243

17 6 (pas de découpe)
18 146 ou 24243

22 246 ...

m Infaisable pour n un peu grand

O~NO O WN




Formulation récursive de r, : version naive

m r, peut étre calculé comme le maximum de :
> pp : le prix sans découpe
> r + rp—1 : le revenu max pour une tige de 1 et une tige de n — 1
>+ rp_p : le revenu max pour une tige de 2 et une tige de n — 2
> ..
> Ih_1+n.

m C'est-a-dire

rn = maX(Pmrl + rn—l; r2 + rn—2; M rn—l + rl)

Implémentation récursive directe

m La formule récursive peut étre implémentée directement

CuTt-rOD(p, n)

1 if n==

2 return 0
3 g=—

4 fori=1ton
5 g = max(q, p[i] + CuT-RoD(p, n — 1))
6 return g

(p est un tableau de taille n contenant les prix des tiges de tailles 1

an

m Complexité?

Formulation récursive de r, : version simplifiée

m Toute solution optimale a un découpe la plus a gauche

m On peut calculer r, en considérant toutes les tailles pour la premiére
découpe et en combinant avec le découpage optimal pour la partie a
droite

m Pour chaque cas, on n'a donc qu'a résoudre un seul sous-probleme
(au lieu de deux), celui du découpage de la partie droite

m En supposant rp = 0, on obtient ainsi :

rn = 1rgl,asxn(p; + rn—i)

Implémentation récursive directe : analyse

m L’algorithme est extrémement inefficace a cause des appels récursifs
redondants
m Exemple : arbre des appels récursifs pour le calcul de ry

m En général, le nombre de nceuds T(n) de I'arbre est 2".
Preuve par induction :
» Casdebase: T(0)=1
» Cas inductif :

n—1 n—1
T(n)=1+> T()=1+) 2=14+2"-1=2"
j=0 j=0

m Complexité de I'algorithme est exponentielle en n



Solution par programmation dynamique Approche descendante avec mémoization

MEMOIZED-CUT-ROD(p, n)

m Solution : plutdt que de résoudre les mémes sous-problémes plusieurs 1 Let r[0..n] be a new array
fois, s'arranger pour ne les résoudre chacun qu’une seule fois g fog) T_]l to n
rif = —oo
m Comment? En sauvegardant les solutions dans une table et en se 4  return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p, n, r)

référant a la table a chaque demande de résolution d'un

N , MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p, n, r)
sous-probléme déja rencontré

1 ifr[n]>0
m On échange du temps de calcul contre de la mémoire 2 return r[n]
m Permet de transformer une solution en temps exponentiel en une ‘31 if n :q:_ 0
solution en temps polynomial 5 else g = —oo
m Deux implémentations possibles : 6 fori=1ton
» descendante (top-down) avec mémoization U q = max(g, pli] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p, n — i, ))
8 r[nj=gq
» ascendante (bottom-up)
9 return g

(Attention : suppose que le tableau est passé par pointeur)

Approche ascendante Programmation dynamique : analyse

m Solution ascendante est clairement ©(n?) (deux boucles imbriquées)
m Solution descendante est également ©(n?)

» Chaque sous-probléme est résolu une et une seule fois
» La résolution d'un sous-probleme passe par une boucle a n itérations

Principe : résoudre les sous-problemes par taille en commencant d'abord
par les plus petits

BoTTOoM-UP-CUT-ROD(p, 1) m Graphes des sous-problemes :

1 Let r[0..n] be a new array O,
2 rf0]=0

3 forj=1ton ®
4 q=—00

5 fori =1toj ‘e
6 q = max(q, p[i] + r[j — ]) 2O
7 rll=q ‘
8 return r[n] (0)

(une fleche de x a y indique que la résolution de x dépend de la
résolution de y)



Reconstruction de la solution

m Fonction BOTTOM-UP-CUT-ROD calcule le revenu maximum mais
ne donne pas directement la découpe correspondant a ce revenu

m On peut étendre I'approche ascendante pour enregistrer également
la solution dans une autre table

EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)
1 Let r[0..n] and s[1..n] be new arrays
2 r[0]=0
3 forj=1ton
4 qg=—00
5 fori=1to
6 if g <pli]+rl[j—1]
7 q=npli]l+rlj—1i]
8 sljl=1i
9 rll=gq

10

return r and s

m s[j] contient la coupure la plus a gauche d'une solution optimale au
probléeme de taille j

Programmation dynamique : généralités

m La programmation dynamique s'applique aux problemes
d’optimisation qui peuvent se décomposer en sous-problemes de
méme nature, et qui possedent les deux propriétés suivantes :

» Sous-structure optimale : on peut calculer la solution d'un probléme
de taille n a partir de la solution de sous-problémes de taille inférieure

» Chevauchement des sous-problemes : Certains sous-problemes
distincts partagent une partie de leurs sous-problemes

m Implémentation directe récursive donne une solution de complexité
exponentielle

m Sauvegarde des solutions aux sous-problemes donne une complexité
linéaire dans le nombre d’'arcs et de sommets du graphe des
sous-problemes

Reconstruction de la solution

m Pour afficher la solution, on doit “remonter” dans s

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION(p, n)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)
2 whilen>0

8 PRINT s[n]

4 n=n—s[n]

m Exemple :
i 01 23 4 5 6 7 8
plJ/0 1 5 8 9 10 17 17 20
rffJJ]0 1 5 8 10 13 17 18 22
sfjj]o 1.2 3 2 2 6 1 2

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION(p,8) = "2 6"

Exemple 2 : Fibonacci

m La fonction FIBONACCI-ITER vue au début du cours est un exemple
de programmation dynamique (ascendante)

FIBONACCI-ITER(n) '9

; " feiurn n P
4?; clee pprev = 0 b*o
2 ﬁ:f VI i ; to n }e
: e~ e ®
13 retur,:'nriv - o

m On peut se contenter de ne stocker que les deux derniéres valeurs

m Complexité ©(n) (graphe contient n+ 1 noeuds et 2n — 2 arcs)

(Exercice : écrivez la version descendante avec mémoization)



Interlude : Fibonacci en ©(log n)

m Peut-on faire mieux que ©(n) pour Fibonacci? Oui!

m Propriété :
Fori  Fo\ _ (1 1\
F, F,.1) \1 0

m Preuve par induction :
» Cas de base (n=1) : ok puisque Fp, =0, F; =1, et F, =1

» Cas inductif (n > 2) :
Fo  Foo1) (1 1
Fn—l Fn—2 10

Fn+1 Fn

Fn Fn—l
(1 1\t 11
— 1o 10
(1 1"
-~ 1o

Exemple 3 : sous-séquence maximale

MAX-SUBARRAY-LINEAR(A)
1 Let m[1..n] be a new array
2  max-so-far = A[1]
3 m[l] = A[l]
4 for i = 2 to A.length
5 if m[i—1] >0
6 m[i] = m[i — 1] + A[/]
7 else m[i] = A[i]
8 if m[i] > max-so-far
9 max-so-far = mli]
0 return max-so-far

1

Complexité : ©(n) (diviser pour régner : ©(nlog n))

L'algorithme calcule m[i] a partir de m[i — 1]

Forme de programmation dynamique ascendante (tres simple)

m[i] est la somme de la sous-séquence maximale qui se termine en i

(Exercice : ajouter le calcul des bornes d’un sous-tableau solution, remplacer le

tableau m par une seule variable)

Interlude : Fibonacci en ©(log n)

10
m Idée : utiliser le diviser-pour-régner pour le calcul de 3"

n
m Approche par force brute pour le calcul de (1 1) : ©(n)

U a"/? . an/? si n est pair
T a2 5(=1)/20 5 6 pest impair

m Complexité : ©(log n) (comme la recherche binaire)

(Exercice : implémenter I'algorithme)

Exemple 4 : plus longue sous-séquence commune

m Définition : Une sous-séquence (non contigué) d'une séquence
(X1,...,Xm) est une séquence (X;, Xj,, - - ., Xj,), Ol
1<i<b<...<ig<m

m Probléeme : Etant donné 2 séquences, X = (xy,...,xm) et

Y = {(y1,-...,¥n), trouver une plus grande sous-séquence commune

aux deux séquences

m Exemples :

s ringtime horseback

pioneer snowiflake

maelstrom

/

becalm scholarly

heroicall



Solution par force brute

m On énumere toutes les sous-séquences de la séquence la plus courte

m Pour chacune d’elles, on vérifie si c’est une sous-séquence de la
séquence la plus longue

m Complexité : ©(n-2™) (en supposant que n < m)
» 2™ sous-séquences possibles dans une séquence de longueur m
» Vérification de I'occurence d'une sous-séquence dans une séquence de
longueur n en ©(n)

(Exercice : implémenter la vérification)

Solution par programmation dynamique
m Soit c[/, j] la longueur d'une plus longue sous-séquence de X; et ;.
m Formulation récursive :
0 sii=0o0uj=0,
cli,jl=4¢ cli—1,j—1]+1 sii,j>0etx =y,
max(c[i — 1,j],cli,j —1]) sii,j>0etx;#yj,

m Graphe des sous-problemes :

Solution par programmation dynamique

Propriété de sous-structure :

m Soit Xj = (x1,...,x;) un préfixe de X et Y; = (y1,...,y;) un préfixe
de Y
m Soit Z = (z1,...,2k) une plus longue sous-séquence commune de X
et Y
m Les propriétés suivantes sont vérifiées :
> Si X = ¥n, alors zx = X, = y, et Zk_1 est une plus longue
sous-séquence commune de X,,,_1 et Y,_1.
> Si Xy # yn, alors zx # x, = Z est une plus longue sous-séquence
commune 3 X1 et Y
> Si Xy # yp, alors zx # y, = Z est une plus longue sous-séquence
commune a X et Y,_1
= Une plus longue sous-séquence commune de deux séquences a pour
préfixe une plus longue sous-séquence des préfixes des deux séquences.

Implémentation (ascendante)

LCS-LENGTH(X, Y, m, n)

1 Letc[0..m,0..n] be a new table

2 fori=1tom

3 c[i,0]=0

4 forj=0ton

5 c[0,j]=0

6 fori=1tom

7 forj=1ton

8 if xi ==y

9 cli,jl=cli—1,j—1]+1
10 elseif c[i — 1,j] > c[i,j — 1]
11 cli,j] = cfi — 1,]
12 else c[i,j] = c[i,j — 1]

13 return ¢

Complexité : ©(m - n)



lllustration Trouver la plus longue sous-séquence

amputation versus spanking

LCS-LENGTH(X, Y, m, n)
0—0—0 O 0 0 0 0 0 0 o0 1 Letc[0..m,0..n] be a new table
Let b[1..m,1..n] be a new table
fori=1tom

2
3
4 <[i.0]=0 PRINT-LCS(b, X, i, /)
p 0 0 0 —1 1 1 1 1 1 5 forj=0ton g gt
. :
7
8
9

for ic—[og]t:oom return
forj=1ton AR =="

2

\ . PRINT-LCS(b, X, i — 1,j — 1)
n 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 if xi ==y print x; R

| 10 cli,jl = C[’ - 1 J—1+1 elseif bli, ]l T
K 0o 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 11 bli,j] = iy

PRINT-LCS(b, X,i — 1,j)
else PRINT-LCS(b, X, i,j — 1)

O~NOOTDA WN =

12 elseif c[i — 1 _/] > cli,j—1]
i 0o 1 1 1 1 1 2 2 3.3 13 C[’J]—C[’—lJ]

14 bli,j] =
n O 1 1 1 1 1 2 2 3 3 15 elSGC[IJ]—C[IJ*l]

16 blij] =" «"

g 0 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 17 return c and b
P a i n
Exemple 5 : le probleme du sac a dos (knapsack) Exemple

Probleme :

m Un voleur se rend dans un musée pour commettre un méfait avec un

sac a dos pouvant contenir W kg. i vi pi
m Le musée comprend n ceuvres d'art, chacune de poids p; et de prix Capacité du sac 3 dos : 11 1
vi(i=1 n) 2 6 2

; e
m Le probléme pour le voleur est de déterminer une sélection d'objets Ww=11 3 185
. v . oy 4 22 6
de valeur totale maximale et n'excédant pas le poids total admissible 5 03 7

dans le sac a dos.

Exemple :
m {5,2,1} a un poids de 10 et une valeur de 35
m {3,4} a un poids de 11 et une valeur de 40

Formellement :
m Soit un ensemble S de n objets de poids p; > 0 et de valeurs v; > 0
m Trouver x1,x2,...,x, € {0,1} tels que :

- xep < Wet
» Y7 X - v est maximal.



Approche par force brute

m Recherche exhaustive : on énumeére tous les sous-ensembles de S, et
on calcule leur poids et leur valeur

m Complexité en temps : O(n2")

m Améliorations :

> Ne tester que les sous-ensembles de W /ppmi, objets oll pmin, est la
taille minimale
. . A N ) '
» Tester les objets par ordre croissant et s'arréter dés que I'un d’entre
eux n'entre plus

m Diminue la constante mais la complexité reste la méme

Implementation

KNAPSACK(p, v, n, W)

1 Let M[0..n,0.. W] be a new table

2 forw=0to W

3 M[0,w]=0

4 fork=1ton

5 M[k,0] =0

6 fork=1ton

7 for w=1to W

8 if p[k] > w

9 Mk, w] = M[k — 1, w]
10 elseif M[k — 1, w] > v[k] + M[k — 1, w — p[k]]
11 Mik,w] = M[k — 1, w]
12 else M[k,w]| = v[k] + M[i — 1, w — p[K]]

13  return M[n, W]

Approche par programmation dynamique

m Définition : soit M(k,w), 0 < k<net0<w< W, le bénéfice
maximum qu’on peut obtenir avec les objets 1,...,k de S et un sac
a dos de charge maximale w
(On suppose que les poids p; et W sont entiers)
m Deux cas :
» On ne sélectionne pas I'objet k : M(k, w) est le bénéfice maximum en
sélectionnant parmi les k — 1 premiers objets avec comme limite w
(M(k —1,w))
» On sélectionne I'objet k : M(k, w) est la valeur de l'objet k plus le
bénéfice maximum en sélectionnant parmi les k — 1 premiers objets
avec la limite w — py

0 sik=20
M(k,w) =< M(k—1,w) Si px > w
max{M(k —1,w), vk + M(k —1,w — px)} sinon

Exemple

M 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
0 0o o000 O O o0 o o o0 o
{1} 01111 1 1 1 1 1 1 1

{1, |01 6 77 7 7 7 7 71 7
{1,234 |0 1 6 7 7 18 19 24 25 25 25 25
{1,2,3,4}y |0 1 6 7 7 18 22 24 28 29 29 40
{1,2,3,45} |0 1 6 7 7 18 22 28 29 34 35 40
I Vi pi
1 1 1
Squti_on optimale : {4, 3} 2 6 2
Bénéfice : 22 + 18 = 40 W=11 5 15 5
4 22 6
5 28 7



Récupération des x;

En remontant dans le tableau M :

KNAPSACK(p, v, n, W)

1/ Compute M
2 ...
3 // Retrieve solution
4 Let x[1..n] be a new table
5 w=W
6 for k = n downto 1
7 if M[k,w] == M[k—1,w]
8 x[k] =0
9 else
10 x[k] =1
11 w = w — plK]

12 return x

Programmation dynamique : résumé
Grandes étapes :
m Caractériser la structure du probleme
m Définir de maniére récursive la valeur de la solution optimale

m Calculer les valeurs de la solution optimale (c'est-a-dire remplir un
tableau)

m Reconstruire la (une) solution optimale a partir de I'information
calculée (“bottom-up”)

Applications :
m Command unix diff (comparaison de fichiers)
m Algorithme de Viterbi (reconnaissance vocale)
m Alignement de séquences d’ADN (Smith-Waterman)
m Plus court chemin dans un graphe (Bellman-Ford)
m Compilateurs (analyse syntaxique et optimisation du code)

Complexité

m Complexité en temps et en espace : ©(nW)
» Remplissage de la matrice M : ©(nW)
> Recherche de la solution : ©(n)

(Exercice : proposez une version ©(n + W) en espace)

m Note : L'algorithme n’est en fait pas polynomial en fonction de la
taille de I'entrée

» Si W nécessite n,, bits pour son codage, la complexité est ©(n2™)

» Comme pour le voyageur de commerce, on n'a pas encore trouvé
d’algorithme polynomial pour le probléme du sac a dos (et il y a peu
de chance qu'on y arrive)

Programmation dynamique versus diviser-pour-régner

m L'approche Diviser-pour-régner décompose aussi le probleme en
sous-problémes

m Mais ces sous-problémes sont significativement plus petits que le
probleme de départ (n — n/2)

» Alors que la programmation dynamique réduit généralement un
probléme de taille n en sous-problemes de taille n — 1

m Et ces sous-problemes sont indépendants
> Alors qu'en programmation dynamique, ils se recouvrent

m Pour ces deux raisons, la récursivité ne fonctionne pas pour la
programmation dynamique



Méthodes de résolution de problemes Plan

Quelques approches génériques pour aborder la résolution d'un
probleme :
m Approche par force brute : résoudre directement le probleme, a
partir de sa définition ou par une recherche exhaustive
m Diviser pour régner : diviser le probleme en sous-problémes, les
résoudre, fusionner les solutions pour obtenir une solution au
probleme original

m Programmation dynamique : obtenir la solution optimale a un

probléme en combinant des solutions optimales a des sous-problemes 5. Algorithmes gloutons
similaires plus petits et se chevauchant Exemple 1 : rendre la monnaie

m Approche gloutonne : construire la solution incrémentalement, en Exemple 2 : sélection d’activités
optimisant de maniere aveugle un critere local Exemple 3 : probleme du sac a dos

Exemple 4 : codage de Huffman

Algorithme glouton (greedy) Exemple 1 : rendre la monnaie

m Utilisé pour résoudre des problemes d'optimisation (comme la

programmation dynamique) m Objectif : Etant donné des pieces de 1, 2, 5, 10, et 20 cents, trouver

une méthode pour rembourser une somme de x cents en utilisant le
» Quand on a un choix local a faire, faire le choix (glouton) qui semble moins de pidces possible
le meilleur tout de suite (et ne jamais le remettre en question)

Idée principale :

m Exemple : 34 cents :
» lere possibilité : {1,1,2,5,5,20} — 6 piéces
> 2iéme possibilité : {2,2,10,20} — 4 piéces

Pour que I'approche fonctionne, le probleme doit satisfaire deux
propriétés :
» Propriété des choix gloutons optimaux : On peut toujours arriver a
une solution optimale en faisant un choix localement optimal

» Propriété de sous-structure optimale : Une solution optimale du m Algorithme de la caissiere : A chaque itération, ajouter une piece de
probléme est composée de solutions optimales a des sous-problemes la plus grande valeur qui ne dépasse pas la somme restant a
m Méme si ces propriétés ne sont pas satisfaites, |'approche gloutonne rembourser
peut parfois fournir une approximation intéressante au probléeme m Exemple : 49 cents — {20, 20,5,2,2} (5 pieces)

m Parfois, il est possible de caractériser la distance de la solution
gloutonne a la solution optimale



Implémentation

m Algorithme de la caissiére : A chaque itération, ajouter une piece de
la plus grande valeur qui ne dépasse pas la somme restant a
rembourser

COINCHANGINGGREEDY(x, ¢, 1)

x = x — s[i] * c[i]
CoinCount = CoinCount + s|i]
return (s, CoinCount)

1/ c[l..n] contains the n coin values in decreasing order
2 Let s[l..n] be a new table

3 // sli] is the number of jth coin in solution

4 CoinCount =0

5 fori=1ton

6 sl = Lx/clil]

7

8

9

m Complexité : ©(n) (sans compter le tri des pieces)

m Cet algorithme permet-il de trouver une solution optimale?

m Propriété (1) : $*(x) contient c*
» Avec ¢ = [20,10,5, 2, 1], une solution optimale ne contient jamais :
> plus d'une piece de 1, 5, ou de 10 (car 2 x 1 =2, 2 x 5 =10,
2 x 10 = 20)
> plus de deux pieces de 2 (car 3x2=5+1)
> Analysons les différents cas pour x :
x =1: ¢* =1, meilleure solution S*(x) = {1} contient ¢*
2<x<5: ¢" =2, avec un seul 1, on ne peut pas obtenir x = ¢* € §%(x)
x =5: ¢* =5, meilleure solution $*(x) = {5} contient c*
5< x<10: ¢* =5, avec un seul 1, et deux 2, on ne peut pas obtenir x
= c" € 5%(x)
x =10 : ¢* =10, meilleure solution S*(x) = {10} contient c*
10 < x <20 : ¢* =10, avec un seul 1, deux 2, et 1 seul 5, on ne peut pas obtenir x
= c* € 5%(x)
x =20 : c¢* =20, meilleure solution S*(x) = {20} contient ¢*
x >20: ¢* =20, avec un seul 1, deux 2, 1 seul 5 et 1 seul 10, on ne peut pas
obtenir x = ¢* € §*(x)

» S5*(x) contient donc toujours bien c*

Analyse de COINCHANGINGGREEDY

Théoreme : I'algorithme COINCHANGINGGREEDY est optimal pour
¢ = [20,10,5,2,1]

Preuve :
m Soit $*(x) I'ensemble optimal de piéces pour un montant x et soit
c* le plus grand c[i] < x. On doit montrer que :

1. §*(x) contient c* (propriété des choix gloutons optimaux)
2. S*(x)={c*}US*(x—c*) (propriété de sous-structure optimale)

m Propriété (2) découle directement de (1)
» S5*(x) contient c¢* par (1)
» Donc §*(x) \ {c*} représente le change pour un montant de x — ¢*
» Ce change doit étre optimal sinon S’ = {c*} U §*(x — ¢*) serait une
meilleure solution que S*(x) pour un montant de x
» On a donc §*(x) = {c*} U S*(x — c*)

Analyse de COINCHANGINGGREEDY

L'approche greedy n'est correcte que pour certains choix particuliers
de valeurs de pieces

» ok pour la plupart des monnaies courantes, euros, dollars. . .

m Contre-exemple : C = [1, 10,21, 34,70, 100] (valeurs de timbres aux
USA) et x = 140

» Algorithme glouton : 100,34,1,1,1,1,1,1
» Solution optimale : 70,70

Solution pour résoudre le cas général : programmation dynamique

Tres proche du probleme de découpage de tige et du sac a dos

(Exercice : écrivez une fonction COINCHANGEDP )



Exemple 2 : sélection d'activités

m Un salle est utilisée pour différentes activités
» Soit S ={a1,as,...,a,} un ensemble de n activités
» a; démarre au temps s; et se termine au temps f;
» Deux activités a; et a; sont compatibles si soit f; < s;, soit f; < s;
Probleme : trouver le plus grand sous-ensemble de taches

compatibles
m Exemple :

i|]1 23456 7 8 9
s; {1 24 1 5 8 9 11 13
fil3 57 8 9 10 11 14 16

| I =

i . . . . | 1 1 1

! a, |

S R T A SO O A A NN TR N SN B

! ay; ' ' Lay ' ' ag, ' ' Lag '

Sélection d'activités : approche gloutonne

m Schéma d'une solution gloutonne :
» définir un ordre “naturel” sur les activités
> sélectionner les activités dans cet ordre pour autant qu'elles soient
compatibles avec celles déja choisies
m Exemples : trier les activités selon s; (début), selon f; (fin), selon
fi — s; (durée), nombre de conflits avec d’autres activités...

m Montrer par des contre-exemples que seul le tri selon f; fonctionne

Sélection d'activités : approche gloutonne

m Schéma d'une solution gloutonne :

> définir un ordre “naturel” sur les activités
» sélectionner les activités dans cet ordre pour autant qu'elles soient
compatibles avec celles déja choisies

m Exemples : trier les activités selon s; (début), selon f; (fin), selon
fi — si (durée), nombre de conflits avec d'autres activités...

Sélection d'activités : approche gloutonne

m Considérer les activités par ordre croissant de f; et sélectionner
chaque activité compatible avec celles déja prises

m Implémentations : en supposant s et f ordonnés selon f

REC-ACTIVITY-SELECTOR(s, f, k, n) ITER-ACTIVITY-SELECTOR(S, f)

1 m=k+1 1 n=s.length
2 while m < n and s[m] < f[K] 2 A={a}
3 m=m+1 3 k=1
4 fm<n 4 form=2ton
5 return {am} U ... 5 if s[m] > f[k]
6 ...REC-ACTIVITY-SELECTOR(s, f, m, n) 6 A=AU{an}
7 else return () 7 k=m
8 return A

Appel initial :
REC-ACTIVITY-SELECTOR(s, f, 0, s.length)

m Complexité : ©(n) (+O(nlog n) pour le tri selon f;)



Sélection d'activités : analyse

m La solution gloutonne est-elle correcte ?

m 1. Propriété des choix gloutons optimaux : Soit a, € S tel que
f. < f; pour tout a; € S. |l existe une solution optimale OPT* qui
contient ay.

m Preuve :

» Soit une solution optimale OPT telle que ay ¢ OPT

» Soit a,, l'activité qui se termine en premier dans OPT

» Construisons OPT* = (OPT \ {am}) U{ax}

» OPT* est valide :
> Toute activité a; € OPT \ {an} débute en un temps s; > fn,
> Par définition de ax, f, > fx et donc pour tout activité a;, s; > £
» Toute activité a; est donc compatible avec ax

OPT* est donc optimale puisque |OPT*| = |OPT]|

v

]

Problémes similaires

D’autres problemes similaires pour lesquels il existe un algorithme
glouton :
m Allocation de resources :
» Etant donnée un ensemble d’activités S avec leurs temps de début et

de fin, trouver le nombre minimum de salles permettant de les réaliser
toutes

m Planification de taches :

» Soit un ensemble de tiches avec leur durée et I'instant auquel elles
doivent chacune &tre terminées (leur deadline)

» Sachant qu’'on ne peut exécuter qu'une seule tache simultanément,
trouver I'ordonnancement de ces taches qui minimise le dépassement
maximal des deadlines associées aux tiches (latence).

Sélection d'activités : analyse

m La solution gloutonne est-elle correcte ?

m 2. Propriété de sous-structure optimale : Soit ay € S le choix
glouton et S" = {a;|s; > £} les activités de S compatibles avec ay.
Soit OPT* = {ax} U OPT'. Si OPT’ est une solution optimale pour
S’ alors OPT* est une solution optimale pour S.

m Preuve :

» Soit OPT une solution optimale pour S

» Si OPT™* n'est pas une solution optimale pour S, alors
|OPT*| < |OPT]| et donc aussi |OPT'| < |OPT| —1

> Soit an, I'activité qui se termine en premier dans OPT et
5 = {a,~|s,- Z fm} _

» Par construction, OPT \ {a,,} est une solution pour S

» Par construction, S C S” et OPT \ {an} est une solution valide pour
S’ (pas nécessairement optimale)

» Ce qui veut dire qu'il existe une solution pour S’ de taille |OPT| — 1,
ce qui contredit |OPT’| < |OPT| — 1 et OPT’ optimal pour S’ (par
hypothése).

O

Exemple 3 : probleme du sac a dos

Rappel : probleme (0/1) du sac a dos :

m Soit un ensemble S de n objets de poids p; > 0 et de valeur v; > 0
m Trouver x1, X2, ...,x, € {0,1} tels que :

n
> Zg:l xi-pi < W, et
> > X - v est maximal,

Solution par programmation dynamique : ©(nW)

Peut-on le résoudre par une approche gloutonne ?



Programmation dynamique versus approche gloutonne Approche gloutonne

m Rappel du transparent 430 : m ldée d'algorithme :
> soit M(k,w), 0 < k < net0<w< W, le bénéfice maximum qu’on » Ajouter a chaque itération I'objet de rapport % maximal qui rentre
peut obtenir avec les objets 1,...,k de S et un sac a dos de charge danslle sac . . .
maximale w. On a - » Implémentation trés proche du probléme de change : ©(nlog n)
0 §ii—0 m Est-ce que ¢a fonctionne? Non!
1=
M(k,w)={ M(k—1,w) Sipr > w i Vi pi vi/Ppi
max{M(k —1,w), vk + M(k —1,w — px)} sinon 1 1 1 1
2 6 2 3
m Approche gloutonne : consisterait a remplacer le max par le choix 3 18 5 36
qui nous semble le meilleur localement 4 22 6 37
m Quels choix possibles ? 5 28 7 4

» Le moins lourd, le plus lourd ? W=11 -
» Le moins coliteux, le plus coliteux ?

> Le meilleur rapport valeur/poids ? > Solution greedy : {5,2,1} = valeur=35

> Solution DP : {4,3} = valeur=40

Probleme fractionnel du sac a dos (fractional knapsack) Algorithme glouton

Par rapport au probléme 0/1, il est maintenant permis d'inclure des
fractions d’'objets (< 1) :

m Pour la version fractionnelle, I'algorithme glouton est optimal
m Soit un ensemble S de n objets de poids p; > 0 et de valeur v; >0

m Implémentation :

m Trouver x1,x2,...,x, € [0, 1] tels que :
> Y xiopi < W, et
> Y1y Xi - v est maximal. FRACKNAPSACK(p, v, n, W)
) . 1 // Assume the objects are sorted according to v[i]/pl[i]
Exemple : i vi pi vi/pi 2 Let x[1..n] a new table
1 1 1 1 5 el
2 6 2 3 4 fori=1ton
3 18 5 36 5 d = min(p[i], W — w)
4 22 6 3,7 6 W = A @]
> B T4 7 xlil=d/pli]
W=11: 8 return x
m Solution optimale 0/1 : x; =0, % =0, x3=1,x =1, x5 =0=
valeur=40

m Solution optimale fractionnelle : x; =0, x2 =0, x3 =0, x4 =2/3, x5 = 1 m Complexité : @(n) (+ @(nlog n) pour le tn)

= valeur=42,66



Correction

Théoreme : Le probleme fractionnel du sac a dos posseéde la propriété des
choix gloutons optimaux

Preuve :
m Soit deux objets i et j tels que
Vi v
Vi oY
pi  Pj
m Etant donné un choix (x1, x2,...,Xp), on le transforme en
(X1, %%, ...,x;,) tel que :
» Vk e [1,n\{i,j}: x; = x«,
> x=x+ £, et

pi’

! A

> X =X — =
X=X T

J,
ol A = min(p;(1 — x;), pjX;)-
m Cette transformation ne modifie pas le poids total, mais améliore le

bénéfice.
m On en déduit qu'il est toujours avantageux de prendre la fraction
maximale de |'objet i possédant le plus grand rapport % ]

Approche gloutonne versus programmation dynamique

m Tous deux nécessitent la propriété de sous-structure optimale

m Les algorithmes gloutons nécessitent que la propriété de choix
gloutons optimaux soit satisfaite

» On n’a pas besoin de solutionner plus d'un sous-probléme
» Le choix glouton est fait avant de résoudre le sous-probleme
» Il n'y a pas besoin de stocker les résultats intermédiares

m La programmation dynamique marche sans la propriété des choix
gloutons optimaux
» On doit solutionner plusieurs sous-problémes et choisir
dynamiquement I'un deux pour obtenir la solution globale
» La solution doit étre assemblée “bottom-up”
> Les sous-solutions aux sous-problémes sont réutilisées et doivent donc
étre stockées

Algorithme glouton : résumé

m Tres efficaces quand ils fonctionnent. Simples et faciles a
implémenter

m Ne fonctionnent pas toujours. Leur correction peut étre assez
difficile a prouver

Applications :

m Arbre de couverture minimal (Kruskal, Prim)
Plus court chemin dans un graphe (algorithme de Dijkstra)
Allocation de resources

|
[
m Codage de Huffman
[

Exemple 4 : codage de Huffman

m Soit une séquence S tres longue définie sur base de 6 caracteres : a,
b,c,d eetf

> Par exemple, n = |S| = 10°

m Quelle est la maniére la plus efficace de stocker cette séquence ?

m Premiere approche : encoder chaque symbole par un mot binaire de
longueur fixe :

Symbole‘ a b c d e f
Codage | 000 001 010 011 100 101

> 6 symboles nécessitent 3 bits par symbole
» 3 x10°/8 = 3.75 x 10%bytes (un peu moins de 400Mb)

m Peut-on faire mieux?



Idée

Codage avec des mots de longueur fixe :
Symbole ‘ a b c d e f
Codage | 000 001 010 011 100 101
Observation : I'encodage de e et f est redondant :

> Le second bit ne nous aide pas a distinguer e de f
» En d’autres termes, si le premier bit est 1, le second ne nous donne
pas d'information et peut étre supprimé

Suggere de considérer un codage avec des mots binaires de
longueurs variables

Symbole‘ a b o d e f
Codage ‘000 001 010 o011 10 11

m Encodage et décodage sont bien définis et non ambigiis

m Permet de gagner ne + nf bits, ou n. et ns sont les nombres de e et
de f dans la séquence

Code sans préfixe

m Un code sans préfixe peut toujours se représenter sous la forme
d’une arbre binaire

» Chaque feuille est associée a un symbole
» Le chemin de la racine a une feuille est le code du symbole
» La fréquence d'un noeud est la fréquence du préfixe
m Un code optimal est toujours représenté par un arbre binaire entier
(Pourquoi ?)

Définition du probleme

m Soit un ensemble de symboles C et f(c) la fréquence du symbole
ce C.
m Trouver un code E : C — {0, 1}* tel que
» E est un code sans préfixe
> Aucun mot de code E(c1) n'est le préfixe d'un autre mot de code
E(e)
> La longueur moyenne des mots de code est minimale

B(S) = _ f()IE(c)|

ceC

(nB(S) est la longueur de I'encodage de S)

m Exemple :

c a b C d e f
f(c) 45% 13% 12% 16% 9% 5% | B(S)
Codel | 000 001 010 011 100 101 | 3.00
Code2 | 000 001 010 o011 10 11 2.86
Code 3 0 101 100 111 1101 1100 | 2.24

Algorithme glouton

On peut montrer que le codage optimal peut étre obtenu par un
algorithme glouton

m On construit 'arbre de bas en haut en partant des feuilles

m A chaque étape, on fait le choix “glouton” de fusionner les deux
nceuds les moins fréquents (symboles ou préfixes)

Idée de la preuve (pour information) :
m Choix gloutons optimaux :
> |l existe un code sans préfixe optimal ou les deux symboles les moins
fréquents sont fréres et a la profondeur maximale
> Par I'absurde : si un tel code n’existait pas, on pourrait |'obtenir en
échangeant la position des deux symboles les moins fréquents avec les
feuilles les plus profondes sans augmenter B(S)

m Sous-structure optimale :

> Si I'arbre qui a pour feuille le nouveau nceud issu de la fusion
gloutonne est optimal, |'arbre complet est optimal
> Plus difficile a montrer



Algorithme glouton : exemple Algorithme glouton : implémentation

@ [£5] [e9] [c:12] [b:13] [di16] [a:43] ® 2 EE @
o/ \i HurrFMAN(C)
[e:9] 1 n=|C|
2 @ ="create a min-priority queue from C"
(c) @ @ (d) @ 3 fori=1ton-1
o/ \I o/ \i o/ \i Allocate a new node z
[e] z.left = EXTRACT-MIN(Q)

4

5

6 z.right = EXTRACT-MIN(Q)

7 z.freq = z.left.freq + z.right.freq
8
9

INSERT(Q, 2)

® return EXTRACT-MIN(Q)

m Implémentation avec une file a priorité

m Complexité : O(nlogn) si Q est implémentée avec un tas (min)
» Ligne 2 : O(n) si on utilise BUILD-MIN-HEAP
» Ligne 8 : O(log n) (répétée n — 1 fois)

Fin

Pour aller plus loin :
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